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Vyucujici pfedmétu

¢ Daniel VasSata (pfednasi, cvi¢i a garantuje)

® |vo Petr (cvici)

® Ondfej Tichy (cvidi)
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Podminky ziskani zapoctu

® Zapocet bude postaven na vypracovavani domacich uakoli.
e Ukoly budou b&hem semestru dva, kazdy za max. 25 boda.

® Domdci tkoly budete vypracovavat v jazyce Python ve formatu Jupyter
notebook (.ipynb).

® 7adani a podrobné instrukce k vypracovani a odevzdani najdete na strankach
predmétu:

> courses.fit.cvut.cz/BI-ML1/ <»

e K ziskani zapoctu je tfeba ziskat alespon 25 bodi z 50.
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Podminky slozeni zkousky

® Zkouska bude ustni.
® Kazdy student dostane dvé otazky z predem zverejnéného seznamu.
® 7 kazdé otazky mizete ziskat az 25 bodi.

s vz

® Celkem tedy muzete ze zkousky ziskat az 50 bodu. Neni zadny minimalni
nutny pocet bodi, ktery je tfeba ze zkousky ziskat.

® Pokud student/ka u zkousky prokaze zdsadni neznalost, mize zkousejici
pouzit pravo veta a zkousku ukoncit jako neldspésnou.

® V pripadé Gspéchu u zkousky se vysledna znamka odvodi ze souctu bodi ze
semestru a ze zkousky.
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O &em to vechno vlastné bude?

® Ve vsi obecnosti: budeme se uéit, 10 Most Popular Machine
jak z dat ziskat informace. Learning Tools in 2024

| Lo oo . |

* V mnoha pfipadech to bude | - |
v, ., vv v Machine

znamenat naudit se (isp&éné | Learning M|

predikovat n&jakou veli¢inu na

zdkladé znamych charakteristik. [ J]

® Budeme se ale také uéit néjakym
zplsobem se v datech pouze
vyznat, bez ohledu na potencialni
predikce. o

oost a9

P¥evzato z geeksforgeeks.

Machine Learning Framework Usage

o N 557
orecon [ 251

o ™ & catboost | 1+
V tomto predmétu budeme el ——]

pouzivat jazyk Python a zejména
balicky, které se pro praci s daty
pouzivaji. ° ® ® » ”

Z vyzkumu kaggle.com 2021.
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Metody a algoritmy

® Cilem tohoto kurzu je naudit Vas zdklady dané problematiky, a tedy se zaméfime
pfedevsim na zakladni metody a algoritmy a na FeSeni problémi spojenych s jejich
pouzitim.

® Ovsem i Uplné zakladni metody stale patfi k nejpouzivanéjsim v praxi!

Methods and Algorithms Usage

Linear o Logistic Regression
Decision Trees or Random Forests

Gradient Boosting Machines
(xgboost, lightgbm, etc)

Convolutional Neural Networks
Bayesian Approaches

Dense Neural Networks (MLPs, etc)
Recurrent Neural Networks
Transformer Networks (BERT, gpt-3,
etc)

‘Generative Adversarial Networks
Evolutionary Approaches.

Other

None

Z vyzkumu kaggle.com 2021.
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Z &eho se udit

® Studijni materialy tohoto pfedmétu by Vam mély stacit pro jeho absolvovani:
jsou to prezentace k prednaskam (v¢. jejich handout forméatu), Jupyter
notebooky ke cvi¢enim a svym zpiisobem i (koly.

s ovaevs

® Videa z (letosnich i d¥ivéjSich) prednasek.

® Probirané metody patfi ke klasické latce a Ize k nim najit nepreberné
mnozstvi videi a text(.

® Péknym zdrojem je dokumentace ke knihovné scikit-learn, kterou budeme
pro aplikovani probiranych modell predevsim pouzivat.

e UZite¢nym zdrojem (nejen) zajimavych datasetl je server www.kaggle.com.

Tam najdete uzivateli vytvorené priklady pouziti riznych metod, tipy a triky,
soutéZe (i o docela slusné penize) atp.

BI-ML1.21 prednagka 1 7 /12


http://scikit-learn.org/stable/documentation.html
https://www.kaggle.com/

Organizace predmétu atp. O co v predmétu vlastné piijde Z &eho se uéit a co uz umét Souvisejici predméty
[e]e]e} (e} oeo [e]e]e}

Co uz byste méli umét (1/2)
® Predpokladame, Ze uz umite programovat, ale nepredpokladame znalost
Pythonu.

® Naudit se zaklady Pythonu, hlavné specializovanych knihoven, je soucast
tohoto kurzu.

® Ptedpokladame znalost linearni algebry (BI-LAI a BI-LA2) a matematické
analyzy (BI-MA1 a soubézné BI-MA?2), neb tabulky jsou matice a strojové

ucit znamena optimalizovat!

® Také predpoklddame, ze priibézné studujete predmét BI-PST:
Pravdépodobnost a statistika.

® Budeme Vam muset Fici alespon trochu o hledani extrém funkci vice
proménnych (viz BI-MAZ2) a péar dalSich véci.
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Co uz byste méli umét (2/2)

THIS 15 YOUR MACHINE LEARNING SYSTERM?

YUP! YOU POUR THE DATA INTO THIS BIG
PILE OF LINEAR ALGEBRA, THEN COLLECT
THE ANSLIERS ON THE OTHER SIDE.

LJHF\TIFTHEPNSUERSARELH)NG?J

JUST STIR THE PILE UNTIL
THEY START LOOKING RIGHT.

Machine Learning in a nutshell

[zdroj: xked.com/1838/]
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Navazujici a souvisejici predméty (1/3)

BI-ML2

?1-SZ

BI-SVZ

Bl-ZUM

BI-ViZ

BI-PRS

BI-ML1.21 prednaska 1

Strojové uceni 2: Navazuje pfimo na tento pfedmét, neuronové
sité, posilované uceni a dalsi techniky.

(letni semestr).

Seminaf znalostniho inZenyrstvi: V ramci tohoto predmétu
budete zpracovéavat (Vami) vybrané téma pod vedenim jednoho z
vyucujicich ¢i hostd.

(Magda Friedjungovd, Pavel Kordik a Rodrigo Alves, letni i zimnf{
semestr).

Strojové vidéni a zpracovani obrazu: Prace s kamerovymi
systémy a zpracovani obrazu z takovych zafizeni. Odehrava se v
Improlabu.

(doc. Marcel Jifina a Improlab, zimn{ a letni semestr).

Zaklady umélé inteligence: Obecnéjsi zaméfeni na umélou
inteligenci, agentni systémy.

(prof. Pavel Surynek, letni semestr).

Vizualizace dat: Jak vizualizovat data, nastroje i postupy.
(Magda Friedjungovd, zimni semestr).

Prakticka statistika: Statistika nad redlnymi daty, nastroj R.
(doc. Kamil Dedecius a Petr Novak, letni semestr).

méty
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Navazujici a souvisejici predméty (2/3)

NI-PDD

NI-UMI

NI-ADM

NI-MVI
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Predzpracovani dat: Zaméreno na pripravu dat pro riizné metody.
kvalitu vysledku.
(doc. Marcel Jifina, letni semestr, povinny pro ZI).

Uméla inteligence: Navazuje a rozsituje predmét Bl-ZUM.
(prof. Pavel Surynek, letni semestr, povinny pro ZI).

Algoritmy data miningu Nejblizsi pribuzny BI-ML1, na ktery
pfimo navazuje. Zaméreni je podobné, témata ovsem pokrocilejsi.
(doc. Pavel Kordik, Rodrigo Alves a Daniel Vasata, zimni semestr,
povinny pro ZI)

Metody vypocetni inteligence Je zaméfeny predevsim na

moderni pouziti neuronovych siti.
(doc. Pavel Kordik a spol, letni semestr, povinny pro ZI)
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Navazujici a souvisejici predméty (3/3)

NI-SCR Statisticka analyza ¢asovych fad: Pfedmét je zaméfen na praci s
daty, které maji format ¢asové fady.
(doc. Kamil Dedecius, zimn{ semestr, povinny pro ZI).

NI-BML Bayesovské metody ve strojovém uceni: Praktické vyuziti
zékladnich metod bayesovského modelovani v dynamicky se
rozvijejici oblasti machine learningu.

(doc. Kamil Dedecius a Ondfej Tichy, letni semestr).

NI-GNN Grafové neuronové sité: Uméla inteligence pro praci s grafovymi
daty.
(Miroslav Cepek, letni semestr).

NI-EDW Podnikové datové sklady: Prakticky zaméfeny pfedmét o navrhu,

architektufe a budovani datovych skladd.
(organizuje M. Friedjungova, letni semestr).

NIE-PML Personalised ML: Cilem kurzu je naudit studenty vytvaret modely
na zakladé vlastnosti a chovanfi jednotlivych entit (uZivateld).
(Rodrigo Alves, zimni semestr)
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Co bude v dnesni prednasce

zakladni informace, tvodni priklad

problém klasifikace

jak funguji rozhodovaci stromy

jak se buduji rozhodovaci stromy

hyperparametry a testovaci, trénovaci a validacni data
® jak na spojité priznaky

® jak na spojitou vysvétlovanou proménnou

BI-ML1.21 prednégka 2 2 /54
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Ptiklad: prenatalni (1/4)
® Prvni datovy model se Vas pravdépodobné tykal jesté v prenatdlnim obdobi Vaseho
Zivota.

® P¥i odhadovani porodni vahy plodu pomoci ultrazvuku (tzv. SONO) se pouzivad mj.
nasledujici model:

Model pro porodni vahu (Shephard et al., 1982)

log,(eFW) = —1.749 + 0.017 - BPD + 0.005 - AC — % - (BPD - AQ),
eFW = odhadovani hmotnost pfi narozeni, BPD = biparietal diameter (pfi¢ny primér

hlavy), AC = abdominal circumference (obvod bficha).

® Pro nas to bude linearni model bazovych funkci (7. prednaska) coz je rozsifeni
linearniho regresniho modelu (5. prednaska), kde je

» porodni vdha eFW resp. jeji logaritmus je tzv. vysvétlovana proménna (angl.
target variable),

»> BPD a AC jsou pak tzv. pfiznaky (angl. a Casto i Cesky features),

> Cisla 1.749,0.017 atd. jsou takzvané regresni koeficienty (pfip. vahy), obecné
parametry modelu.
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Ptiklad: prenatalni (2/4)

Model pro porodni vahu (Shephard et al., 1982)

2.646
logy(€FW) = —1.749 4 0.017 - BPD +0.005 - AC — To- - (BPD - AC),

® Jak se tento model pouziva?
1. Na ultrazvuku se zmétite veli¢iny BPD a AC,
2. ziskana Cisla dosadite do pravé strany vzorce,

3. vysledek je odhad hodnoty log,,(eFW) a tedy i kyzené porodni vahy eFW.

® Kde se vzala ta divna cisla jako -1.749 apod.?
To se pravé budeme ucit v tomto kurzu: Jsou to parametry zvoleného modelu
a ty se vzdy néjakym zpisobem odhaduji na zakladé dostupnych dat, to je
tzv. u€eni modelu.
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P¥iklad: prenatalni (3/4)

Jak asi autori dosli pravé k tomuto modelu:

1. Z néjakého divodu véfili, ze priznaky BPD a AC jsou pro porodni vahu
dalezité. Nejspise ale zkouseli i jiné, ale ty bud neptinasely velké zlepSeni nebo
se daly BPD a AC plné nahradit.

2. Pomoci rlznych testovacich procedur si jako model zvolili linedrni regresni
model s tfemi pfiznaky (posledni pfiznak je spocten jako funkce prvnich dvou)
a Ctyfmi koeficienty:
log,(eFW) = wp + wy - BPD + wy - AC + w3 - (BPD - AC).
3. Pfedchozi fazi, kdy hleddme ,tvar” modelu, se fika ladéni hyperparametri

(angl. hyperparameter tuning).

4. Koeficienty w; pak odhadli z dat o jiz narozenych détech, u kterych méli
presnou porodni vahu i prenatalné namérené hodnoty BPD a AC.
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P¥iklad: prenatélni (4/4)

Zminéna data, na kterych se model ucil, mohla vypadat néjak takto:

kid_id | FW BPD AC
1 Cislo  Cislo  ¢&islo
2 & ¢ ¢

Pro zajimavost (detaily v 5. pfednasce):
® Oznaéme sloupec pod FW jako vektor Y
® a vytvorme matici X o Ctyfech sloupcich, kde v kazdém Fadku je vektor
(1,BPD,AC,BPD - AC).
® Nejpouzivanéjsi metoda pro vypoclet koeficientd w; je metoda nejmensich
c¢tvercu, ta ndm ¥ika, Ze

(wo, w1, wa, w3)T = (XTX)1XTY.

® Tento vzorec jsme ziskali vyfeSenim jistého optimalizaéniho problému (a.k.a.
hledani extrémi), coz je velice Casty ptipad: uéeni modelu = optimalizace!
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Supervizované vs. nesupervizované uceni

® PYedchozi prenatalni priklad je typickou ukazkou supervizovaného uceni
(uenf s uéitelem, angl. supervized learning).

® Tim ,ucitelem" jsou zde znamé hodnoty porodnich vah u déti, cozZ je velicCina,
kterou se snazime pomoci modelu predikovat resp. pochopit, na cem zavisi.

® Nékdy takovou veli¢inu ale ani nemame a prosté se v datech pokousime néjak
vyznat a najit jejich skrytou strukturu.

® Takovym problémim se fikd nesupervizované uceni (uéeni bez ulitele) a
typickym prikladem je shlukovani dat (téma 11. prednasky).
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Ptiklady nesupervizovaného uceni

® Problém shlukovani je velice obvykly v praxi.

® Pokud méate napfiklad e-shop (nebo banku, nebo telefonniho operatora),
chcete se vyznat ve svych zakaznicich, o kterych mate nasbirana rizna data
(tzv. segmentace zakaznikd).

® Mdzete tak hledat napf. podmnoZinu ,nejlepSich* zakaznikd, kterym ma
cenu vénovat specidlni péci. Nebo naopak skupinu, kterad potrebuje k

polepseni pomoci néjakou reklamni akci (cileni reklamy je velky byznys).

® Do nesupervizovaného uceni také (obvykle) spada i detekce anomalii (angl.
anomaly detection).

® Napt. banka se snazi najit podezfelé transakce (fraud detection, ochrana proti
zneuziti karty, atp.).
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Dalsi priklady: doporucovaci systémy

® DalSim prikladem problému feSeného pomoci zkoumani dat je tzv.
doporucovani (angl. recommendation).

® Naptiklad: vlastnite-li e-shop (pfip. internetovy Casopis, iTunes, Netflix atp.),
snazite se na zakladé dat o zakaznicich a zejména zakaznikovi, ktery pravé
prohlizi Vase stranky, odhadnout, co by si tak mohl jesté chtit koupit (pFelist,
podivat, poslechnout) a to mu ukazat.

Doporuéeno pfimo pro Vas

Smart Cover iPad 2017 Speck Balance Falio Sonos PLAY:5-2. bily Dell OptiPlex 3050 SFF
Charcoal Gray Black/Grey iPad 9.7" 2017
1149 Ké 1099 Ké 15 490 K& 14800Kz 11 390 K&
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Dalsi priklady: data bez jasnych priznaki

® Data ale vzdy nemusi mit formu tabulky. Mdze se jednat o obrédzky, videa,
Casové fady, dlouhé texty atp., ze kterych je tézké ziskat pro modely priznaky.

® V takovém pFipadé si musite dat praci a néjaké ptiznaky z dat vydolovat (tzv.
feature extraction).

® Nebo pouZijete algoritmy a metody, které si pfiznaky vytvareji samy
automaticky.

® Mezi takové metody patii (¢im dal populdrnéjsi a mocnéjsi) umélé neuronové
sité (angl. artificial neural networks, ANN)

® O neuronovych sitich budeme mluvit v v BI-ML2. PouZivaji se k vSemoznym
dkolam (preklady, detekce objektd v obrazku videu, hrani GO, shlukovani,
detekci anomalii, .. .).
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input layer
hidden layer 1 hidden layer 2
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Co je problém klasifikace

® Supervizované ueni: SnaZzime se zjistit, jak vysvétlovanou proménnou Y
ovliviuji ptiznaky X1, ..., X, hleddme tedy néjaky funkéni vztah tak, aby
,,Co nejvice platilo”

Y = f(Xth, . ,Xp).

® Funkce f nemusi byt nutné podobna funkcim, které znate z analyzy. Nap¥.
v této prednasce to bude strom ¥.

® Tvar hledané funkce Casto ovliviiuje to, jakych hodnot miize nabyvat
vysvétlovana proménna Y:
» Mize-li nabyvat jen nékolik malo hodnot, mluvime o problému klasifikace
(angl. classification). Sem spada napf. uréeni, jestli pacient ma/nema nemoc,
jaké pismeno je (ru¢né) napsano na obrazku, atp.

mluvime o problému regrese (angl. regression).

® Rozhodovaci stromy (angl. decision trees) |ze pouZit pro oba typy
problému: my za¢neme tim klasifikacnim.
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Ukazka pouziti rozhodovaciho stromu (1/6)
® Velmi Casto je klasifikani problém binarni, kdy proménnd Y mize mit jen
dvé hodnoty.

® My si pouziti stromu ukazeme na (vymyslenych) datech a problému uréovant,
jestli pacient ma ¢i nema zavaznou nemoc znamou jako ,,rymicka".

P¥iznaky budou pro jednoduchost také binarni: Pohlavi (Zena/muz), horecka
(> 39°C/< 39°C) a to, jestli dany &lovék zvladl/nezvladl vstat z postele.

Ukazeme si dva rozhodovaci stromy a porovname si, jak je ktery z nich
dobrym modelem nésledujicich dat:

rymi¢ka | pohlavi > 39°C  vstal(a)?

ano muz ne ne
ne zena ano ano
ne muz ne ano
ano zena ano ne
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Zakladni prehled Klasifikace /regrese
00000000 [ele] lelelele)

Ukazka pouziti rozhodovaciho stromu (2/6)

Strom 1:

Konstrukce stromu
0000000000000 0O 00000

Vyhodnocenf kvality

SN

>28°%C

vetad 2

7 \ 7 \
R )

s thOﬂMM’I

U

Ladéni hyperparametrii

Nebinarni pfiznaky
000000

rymi¢ka | pohlavi > 39°C  vstal(a)? || co Fika strom
ano muz ne ne ne
ne Zena ano ano ano
ne muz ne ano ano
ano zena ano ne ano
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Ukazka pouziti rozhodovaciho stromu (3/6)

Strom 2:

pSLYS
s o

ekl L vefadiay 2

7 \ 7 \

rymi¢ka | pohlavi > 39°C  vstal(a)? || co Fika strom

ano muz ne ne ano
ne Zena ano ano ne
ne muz ne ano ne
ano zena ano ne ano
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Ukazka pouziti rozhodovaciho stromu (4/6)

® Strom 1 dava Spatny vysledek pro t¥i Fadky, strom 2 dava spravné vysledky
pro vSechny radky.

® Strom 2 je tedy, zda se, lepsi. Je vSak toto dostateéné zdivodnéni?

® My ve skuteCnosti chceme védét, jak Casto se strom trefi pro vSechna
mozna data.

® Coz je trochu smila, protoze vSechna mozna data nikdy nemame. Mame
vétsinou jen ,jednu tabulku” dat a ta ndm musi stacit jak pro vytvoreni
(neboli nauéeni) stromu, tak i pro ovéfeni toho, jak je dobry.

® Jak se to déla, si ukazeme pozdéji.
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Ukazka pouziti rozhodovaciho stromu (5/6)

® Strom 1 i strom 2 jsou stromy hloubky 2 a maji tedy 4 listy.

® Kdybychom tedy vytvorili strom hloubky 3, mél by 8 listli. Presné tolik je ale
taky moznych kombinaci hodnot t¥i pfiznakl! Na natrénovani takového
stromu ale nemame dostatek dat.
® Strom hloubky t¥i by se mylil pouze v pripadé, Ze by hodnoty vSech ptiznaki
byly stejné, ale hodnota vysvétlované proménné by byla jind (nap¥. kdyby
jeden pacient byl chlapik s anginou):
pause

rymi¢ka | pohlavi > 39°C wvstal(a)?

N¢<

ano mu ano ne
ne muz ano ne

® V takovém pripadé by se mylil libovolny strom a dokonce i jakakoli funkce
pfiznaka (viz definici funkce).
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Ukazka pouziti rozhodovaciho stromu (6/6)

® Skuteénym model rymicky je, jak zndmo, toto: rymicka nastavé pravé kdyz

(zena A (> 39°) A nevstala) V (muz A ((>39°) V nevstal))

® Takovy model ale neni postizitelny stromem hloubky dval!
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Zakladni prehled Klasifikace/regrese Konstrukce stromu

Vyhodnocenf kvality Ladéni hyperparametrii
00000000 0000000

Nebinarni pfiznaky Regrese
@00000000000000 O©OO0O

00000 000000 000000

Konstrukce stromu: zakladni Gkoly

Postupné si ukazeme, jak se fesi nasledujici problémy:

® Mame-li data s pFiznaky i s hodnotami vysvétlované proménné, jak
zkonstruuji rozhodovaci strom, ktery data co nejlépe modeluje?

® Jak pozndm, Ze miij vytvofeny strom neni jen dobrym modelem dat, kterd
mam, ale bude dobte fungovat i pro data jina?

® Jak pozndm, jakou mam zvolit hloubku stromu pfip. jiné jeho parametry?

®@ Jak si poradit s nebindrnimi, nebo dokonce se spojitymi parametry?
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Konstrukce stromu: formulace Glohy

® Na vstupu mame N tadkovou tabulku s hodnotami pro binarni vysvétlovanou
proménnou a p bindrnich ptiznakl X,..., X,,.

® Cilem je vytvorit strom zadané hloubky k, ktery spravné pritadi hodnotu Y co
nejvice radkim z tabulky.

® Jak to vyresit? Vyzkousejme vSechny stromy a pro kazdy zméfime podil
spravné urcenych a je hotovo!

® Nebo je to snad problém?

® Strom( hloubky 1 je p, strom@ hloubky 2 je p - (p — 1)2, stromii hloubky 3 je
»fakt hodné”, ...

® Konstrukce hrubou silou je nepriichozi kvili po¢tu moznych stromi, ve

skutecnosti je konstrukce optimélniho stromu NP-aplny problém (viz [Hyafil,
Rivest, (1976)]).
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Konstrukce stromu: hladovy ID3 algoritmus
® Pro konstrukci stromii se pouziva hladovy algoritmus oznacovany jako 1D3
(resp. jeho rafinovanéjsi verze C4.5 a C5 vie od Johna Rosse Quinlana).

® Tyto algoritmy pro danou mnozinu dat vybiraji jeden (ze zatim nepouzitych)
priznakl, ktery rozdéli data na dvé Casti tak, ze vzniklé rozdélenf
maximalizuje vybrané kritérium (viz dale).

® Dana mnozina dat je tak rozdélena na dvé ¢asti a na kazdou zvlast je pak
aplikovan stejny postup, jehoz vysledkem jsou dalsi dva pfiznaky, pouzité jako

kritérium a rozdéleni na Ctyfi podmnoziny dat.

® Takto se postupuje, dokud nenastane néjaké zastavovaci kritérium (maximalni
hloubka stromu, na listech stromu uz je mélo dat, atp.).

® Jak zvolit to kritérium? Pouzivaji se dvé, o obou si fekneme pozdéji.
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Konstrukce stromu: ukazkova data

Zkusme zkonstruovat strom pro nésledujici binarni data s tremi priznaky:

Y| X1 X2 X3
1 0 o0

~No ok wn Rk ok

OO OO H

H O OO~ KFEO
H O, OKFROHR
OFRORFRKFHOK

® Jaky priznak pouzit jako prvni k rozdéleni dat?
® Ptiznak X rozdéli data na dvé &asti {1¢, 12, 13,07} a {1y, 04,05, 06}.
® P¥iznak X5 rozdéli data na dvé ¢asti {11, 13,05,07} a {1, 12,04, 06}
® Pfiznak X3 rozdéli data na dvé &asti {11, 15,04,06} a {10, 12,05,07}.

1Uvadime hodnotu Y a jako dolni index id pfisl. ¥adku.
BI-ML1.21 prednaska 2
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Konstrukce stromu: kritérium volby pfiznaku

® Ptiznak X1 rozdéli data na dvé Casti {10, 12, 13,07} a {11704705706}-
® Ptiznak X5 rozdéli data na dvé ¢asti {11, 13,05,07} a {10, 12704,06}-
® Pfiznak X3 rozdéli data na dvé &asti {11, 13,04,06} a {10, 12,05,07}.

®@ Ktery priznak je lepsi a jak to zmé&Fit?

® Na vstupu jsou data {1¢, 11, 19, 13,04, 05, 0g, 07}, kde jsou hodnoty 0 a 1
zastoupeny rovnomérné.

® |dealni by byl ptiznak, ktery data rozdéli na dvé skupiny, jednu se samymi 1 a
druhou s 0. Takovy ale nemame k dispozici.

® Priznaky X5 a X3 jsou ale opacny extrém: Data rozdéli na dva kusy, kde jsou
opét 0 a 1 zastoupeny presné naplil.

® Priznak X; pak predstavuje ziejmé nejlepsi volbu, neb data alespon trochu
vice ,usporada“: z rovnomérného zastoupeni k poméru 1 ku 3.

® Jak tuto usporadanost resp. neusporadanost mérit?
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Mira neusporadanosti

® Mame mnozinu D nul a jednicek (nebo i vice hodnot) a chceme néjak zméfit,
jak moc je usporadana.
® Co by takova mira méla spliiovat? Oznaéme pg a p; poméry poctu 0 resp. 1 v
mnoziné (tj. po +p1 = 1).
1. Mira by méla byt nezdporna (z technickych diivoda).
2. Pokud jsou v mnoZiné nap¥. samé nuly (tj. po = 1), méla by byt
neusporadanost nulova.
3. Méla by byt maximalni, pokud jsou poCty nul a jednicek stejné, tj. kdyz

1
Po=P1 =3

4. Méla by to byt rostouci funkce pg na intervalu [0, %] a klesajici na intervalu
[3,1].

v

® Takova funkce méfici neusporadanost existuje a fika se ji entropie:
H(D) = —pologpo — p1logpr = —polog po — (1 — po) log(1 — po).
® Pro nebinarni pripad s k rliznymi hodnotami je to analogické:
k—1
H(D) = - pilogp;.
i=0
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Entropie: poznamky

® Formalnéji se budete entropii vénovat v predmétu NI-VSM: Vybrané
statistické metody, kde si zavedete entropii ndhodné veliciny. Nam ale staci
predchozi zavedeni?.

® \e vzorci pro entropii budeme pouzivat dvojkovy logaritmus. V takovém
pripadé se jednotce entropie Fika bit.

® Entropie mnoziny naSich vstupnich dat D = {1¢, 11, 12, 13, 04, 05, 06,07} je
rovna 1, nebot py = 1, a tedy

1 1 1 1 1
H(D) = _510g§ — (1— 2) log (1— 2) = —2510g§ = —log§ =1
* Entropie mnoziny dat D; = {10, 11, 13,07} je rovna (po = §)

1 1 1 1
H(Dy) = 1 log 1 (1 — 4) log (1 — 4) = 0.8112781244591328 . ..

2To, co poditdme, neni presné feceno entropie, ale jeji odhad na zikladé dat. Skute¢né

pravdépodobnosti p; totiz vlastné nezndme a pouzivame jen jejich odhad.
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Konstrukce stromu: informaéni zisk

Vratme se k otazce, ktery priznak pouzit pro rozdéleni mnoziny dat
D= {107 11) 123 137 047 05a 06; 07}:

® PYiznak X;: Dy = {10, 1o, 13,07} aDy= {11,04,05,06}.
® Pfiznak Xg: Dl = {11,13,05,07} a DO = {10,12;04706}-
* P¥iznak X3: Dy = {11, 13,04,06} a Dy = {1, 12,05, 07}

Chceme vybrat pFiznak, ktery rozdélenim dat nejvice snizi neusporadanost!

Toto snizeni se urluje tzv. informaénim ziskem (angl. information gain), ktery
je definovan jaké ,.entropie D minus vazeny soucet entropii Dy a Dy ".

Formalné:
IG(D, X;) = H(D) — toH (Do) — t1 H(D1)
kde Dy a D; jsou podmnoziny dat D, pro které X; = 0 resp. X; =1, a t; je podil

poctu prvkd v D; a D, neboli t; = i%’.
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Konstrukce stromu pro ukazkova data (1/4)

Spocitejme informacdni zisk pro nase tti ptiznaky:
® Ptiznak Xi: D; = {10, 1o, 13,07} aDy= {11704;05706}-
® Ptiznak XQZ Dl = {11, 13,05,07} a DO = {10, 12;04306}-
® Ptiznak Xg: Dl = {11, 13,04,06} a DQ = {10, 12,05,07}.
® Uz vime, ze H(D) = 1.
® Pro X; dostavame H(Dy) = H(D;) = 0.8112781244591328 a tedy
1 1
I1G(D,X,)=H(D) — §H(D0) — §H(D1) =1-0.811 = 0.189.
® Pro X; s X5 postupujeme podobné. Pro né plati H(Dgy) = H(D1) =1 a tedy

IG(D, X2) = IG(D, X3) = H(D) — %H(DO) - %H(Dl) =1-1=0.

Vitézem hladového souboje je tedy pFiznak X;.
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Konstrukce stromu pro ukazkova data (2/4)

® Ptiznak X;: D; = {10,12, 13,07} aDy= {11,04,05,06}.

® Nyni aplikujeme stejny postup dvakrat: na D; a na Dy. Nema uz ale smysl
délit data podle X7, takze budeme zkouset jen X5 a X3.

® Data D; pfiznak X3 rozdéli na D11 = {15,07} a D19 = {1, 12}, informaéni
zisk je tedy
1

1 1 1
IG(Dy, X,) = H(D,) — 5H(Du) - 5H(Dlo) =0.811 - 51— 50 =0.311.

® Pro pfiznak X35 vyjde informa¢ni zisk nizsi (zhruba 0.123, spoditejte si), takze
hladovy souboj vyhrava priznak Xs.
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Konstrukce stromu pro ukazkova data (3/4)

Takto presné postupuje i implementace konstruovani rozhodovacich stromi v
knihovné sklearn (s tim, ze pfiznaky jsou v Pythonu indexovany od 0):

from sklearn.tree import DecisionTreeClassifier
dt = DecisionTreeClassifier(criterion=’entropy’, max_depth=2)
dt.fit(X,Y)

X0=05
entropy = 1.0
samples =8

value = [4, 4]

X1=05 X1=05
entropy = 0.811 entropy = 0.811
samples =4 samples = 4
value = [3, 1] value =[1, 3]

entropy = 1.0 entropy =1.0
samples =2

value =[1, 1]

samples = 2
value =[1, 1]
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Konstrukce stromu pro ukazkova data (4/4)

X0=0.5
entropy = 1.0
samples =8

value = [4, 4]

X1=05 X1=05
entropy = 0.811 entropy = 0.811
samples = 4 samples = 4
value = [3, 1] value =[1, 3]

entropy =1.0 entropy = 1.0
2 s =2

i

® Strom jsme zkonstruovali, ale jesté jsme k jeho jednotlivym listim nepfiradili
rozhodnuti, jestli pro dany list ma byt vysledek Y =1 nebo Y = 0.

® To se déla prostym hlasovanim daty, které do daného listu ,,propadnou”:
prevazuji-li nuly (prvnf list zleva), je rozhodnuti Y = 0, pfevazuji-li jedni¢ky
(tfeti list), je to Y =1 a pfi shodé (druhy a ¢tvrty) pfifadime rozhodnuti
nahodné.
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Gini index

® Namisto entropie se také pouzivd Gini index (angl. Gini impurity), pro
mnozinu D s k rGznymi hodnotami:

k—1
GID)=1-) 1} = sz —pi)-
0

® Gini index ma podobné vlastnosti jako Entropie. Je to jakasi mira toho, ze
nové pridany prvek bude Spatné klasifikovan.

e Jinak ale vSe funguje stejné, jen se nahradi H(D) vyrazem GI(D).
Pro nase data to pfi pouziti Gini indexu dopadne stejné (blbé):

05
samples =8

value =[4, 4]

True False
X1=0.5 X1<05
glni =0.375 gini = 0.375
samples =4 samples = 4
value =[3, 1] value =[1, 3]

gini=0.5
samples = 2
value =[1, 1]

gini=0.5
samples =2
value =[1, 1]
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Hladovy # optimalni

® Ziskany rozhodovaci strom nebyl bezchybnym modelem, nebot vzdy u dvou
dat rozhodl| Spatné.

® Jak jsme vidéli d¥ive, je to nékdy nevyhnutelna situace, YeSitelnd pouze tim,
Ze se pouzije strom s vétsi hloubkou.

® \/ tomto prFipadé to tak ale neni, nebot existuje strom hloubky dva, ktery
danych osm dat modeluje perfektné.

® Tento optimalni strom ale neni dosazitelny hladovym algoritmem!
P¥itom je celkem oéividné dany podminkou ¥V =1 & (X3 = X3).

\ Y H X, X2 X3

1 1 0 0

~NOoO A WN RO a
COoOO0C O R KR
H OOORFRFEO
—_H O R OFROR
O OKFHKFEO M
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Konstrukce rozhodovaciho stromu: shrnuti

® Konstrukce optimalniho stromu je NP-lplny problém, a proto se v praxi
pouzivaji hladové strategie (algoritmy ID3, C4.5 a C5 od Johna Rosse
Quinlana), které ale ¢asto najdou suboptimalni Feseni.

® Hladovy algoritmus funguje rekurzivné: Pro danou mnozinu dat najde ptiznak,
ktery tuto mnozinu rozdéli tak, aby bylo dosazeno maximalniho mozného
informacniho zisku (z entropie p¥ip. Gini indexu). Stejny postup se pak
opakované aplikuje na podmnoziny vzniklé timto rozdélenim.

® Takto se data déli na mensi a mensi podmnoziny, dokud nenastane
ukoncovaci podminka, kterou si uzivatel zvolil (max. hloubka stromu,
minimalni pocet dat v mnoziné, minimalni nutnd hodnota informacniho zisku,
atp., viz cviceni).
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Jak je mij strom dobry?

Nyni se dostavame k druhé otazce: Jak poznam, ze mij vytvoreny strom neni
jen dobrym modelem dat, ktera mam, ale bude dobfe fungovat i pro data
jina?
® Chceme-li rozhodovat, jak je model dobry, potrebujeme néjakou objektivni
vycislitelnou miru jeho kvality.

® Volba této miry je dilezitou soucasti celého procesu hledani modelu. Miry se
obvykle velmi lisi pro problémy klasifikace a regrese.

® My se nyni vénujeme klasifikaci a vystacime si s prirozenou mirou klasifikacni
pFesnosti (angl. classification accuracy), kterd prosté méfi pomér spravné
klasifikovanych, tedy je rovna ¢islu (pFip. procentu)

pocet spravné klasifikovanych dat

pocet vSech dat

® Napf. rozhodovaci strom zkonstruovany algoritmem ID3 pro mnozinu osmi
dat se pletl ve dvou pripadech, a tedy jeho presnost byla g =0.75=75%.
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Jak je mij strom dobry?

® Mohlo by se zdat, Ze mame vyfeSeno: prosté zkonstruujeme strom, ktery ma
pro nase data nejvyssi presnost.

® S timto pristupem bychom ale narazili, neb by vedl k hlubokym stromiim,
které maji na listech tfeba jen jeden datovy bod.

® Plati totiz, Zze ¢im je strom hlubsi, tim ma lepsi presnost!

® My vlastné nechceme maximalizovat presnost na nasich datech, ale na vSech
moznych datech, kterd ovsem nemame.

@ Jak to vyfesit?

e Udélame to tak, Ze nase data rozdélime na dva kusy: na jednom (tom
vétsim), model naué¢ime a na tom druhém kusu zmé¥Fime presnost. Tak
dostaneme spolehlivéjsi odhad toho, jak se bude nas model chovat pro
data, na kterych se neucil.
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Trénovaci a testovaci data

® Tém dvéma kusiim dat se obvykle Fikad trénovaci a testovaci data (ang|.
train a test set).

® Chybovosti modelu (pro nas nepfesnost = 1 - pfesnost) na téchto mnoZinach
dat se pak adekvatné Fika trénovaci a testovaci chyba (angl. train a test
error).

vsechna data

trénovaci
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Pfeuceni modelu (1/2)

V pripadé stromi zjevné plati, ze ¢im hlubsi strom ucime, tim dostaneme
mensi trénovaci chybu. Spolehlivéjsi mérou kvality je v3ak testovaci chyba,
neb tou trénovaci si Izeme do kapsy: Méfime, jak dobfe jsme pfizpdsobili
strom dostupnym datidim, nikoli jak dobfe jsme odhadli skryty model za
témito daty schovanym (pokud tedy na takovy model véFite).

® Tomuto priliSnému prizplsobeni trénovacim datiim se fika preuceni modelu
(angl. overfitting).

® Obvykle plati, Ze ¢im slozitéjsi model (v nasem pfip. &im hlubsi strom), tim
nizsi trénovaci chyba.

® Testovaci chyba se vSak chova jinak: Nejdfive se zvétSovanim slozitosti
modelu klesa, ale v jisty okamzik zacne riist. Najit tento bod zlomu je tkolem
celého procesu budovani modelu.
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Pfeuceni modelu (2/2)

® Nasledujici obrazek ukazuje typicky vyvoj trénovaci a testovaci chyby v
zévislosti na hloubce stromu (max_depth).
® 7 tohoto obrazku je vidét, Ze nejrozumnéjsi volba parametru max_depth by

byla 6.
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Ladéni hyperparametri (1/3)

Ted se dostavame ke treti otdzce: Jak poznam, jakou mam zvolit hloubku
stromu pfip. jiné jeho parametry?
® Mohlo by se zdat rozumné postupovat takto:
1. Data si rozdélime na trénovaci a testovaci.
2. Pro rtzné hodnoty hloubky stromu (parametr max_depth) nauéime
rozhodovaci strom na trénovacich datech
3. a pro kazdou hloubku stromu zméFime presnost (classification accuracy) na
testovacich datech.
4. Vyberme tu hloubku, kterd dava nejmensi testovaci chybu.
5. Tuto hodnotu vezmeme také jako odhad chyby na realnych datech, a tedy jako
objektivni miru kvality modelu.

® Je nékde problém? Ano, je!

® \/ysledna testovaci chyba bude zpravidla pfilis optimistickym odhadem
skute¢nosti! Vysledny model (konkrétné parametr hloubka stromu) byl vybran
na zakladé téchto dat a model je tedy témto datiim prizplsobeny.

® Takto bychom porusili zdsadu, Ze pfed ziskanim finalniho modelu
nesahame na testovaci data, kterad je nutna pro to, aby testovaci chyba
byla rozumnym odhadem skutec¢né chyby modelu.
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Ladéni hyperparametri (2/3)

® Jak se s timto problémem vyporadat?

® Obvykle se to déla tak, ze se data nerozdéli na dvé, ale na tfi podmnoziny:
trénovaci, validaéni (angl. validation) a testovaci:

1. Pro riizné hodnoty hloubky stromu max_depth naucime rozhodovaci strom

2. a zméfime jeho chybu (pfesnost) na validaénich datech.

3. Jako optimalni hodnotu vybereme tu s nejmensi chybou (tj. s nejvyssi
presnostf).

4. Pro finalni model pak zméfime chybu na testovacich datech, které dosud lezely
ladem, a ta je pak rozumnym odhadem chyby modelu.

® Parametriim, jako je max_depth, které urluji tvar nebo komplexitu modelu,
se fikd hyperparametry modelu.

e Uréovani téchto hyperparametrii pomoci valida¢nich dat se ¥k ladéni (angl.
tuning).

® Tento hyperparametr nemusi byt jeden, ale mize jich byt vice. Pokud jsou
spojité, miize byt vypocetné slozité jich otestovat reprezentativni mnozstvi a
je treba délat kompromisy.
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Ladéni hyperparametra (3/3)
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Ladéni hyperparametri: poznamky (1/2)

Regrese
000000

® Pro predstavu, jaké hyperparametry jsou dostupné pro rozhodovaci stromy v

knihovné sklearn:

Init signature: DecisionTreeClassifier(criterion='gini', splitter='best', max_de
pth=None, min samples split=2, min samples leaf=1, min weight fraction leaf o
max_features=None, random state=None, max leaf nodes=None, min_impurity decreas

e , min_impurity split=Neone, class_weight=None, presort=False)

® \/yznam téchto parametr(i si vysvétlite (a ukaZete) na cvieni.

® Déleni dat na trénovaci/valida¢ni/testovaci podmnoziny je dobré délat
nadhodné. Tj. nevybrat prvni pllku dat jako trénovaci, dalsi ¢tvrtinu jako
validaéni a zbytek vzit jako testovaci.

® V poradi dat by mohla byt néjakad zakonitost, kterd by znamenala, ze
trénovaci a testovaci data nebudou reprezentativni.

® Proto se postupuje tak, Ze se data vybiraji ndhodné. V sklearn je na to
metoda:

from sklearn.model selection import train test split
Xtrain, Xtest, ytrain, ytest = train test split(X, yL test_size=0.25, random state=33)
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Ladéni hyperparametri: poznamky (2/2)
® Neexistuje zadny optimalni pomér velikosti trénovaci/valida¢ni/testovacf
mnoziny dat.

® Obvyklé poméry jsou takové, Ze 20 % dat vezmeme jako testovaci mnoZinu a
ze zbytku vezmeme 20 % jako validaéni mnozinu. Co zbude, jsou trénovaci
data.

® Misto 20 % lze pouzit 25 %, nebo 30 %.

® | ze pouzit i sofistikovanéjsi strategie, napf. ménit velikost validacni mnoziny a
koukat se, co to déla.

® (asto pouzivanou metodou je také k¥izova validace, o které budeme mluvit
na 4. prednasce.
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Vicehodnotové priznaky: one-hot encoding

® Pouzivané algoritmy rozhodovacich stromd a jejich implementace (v¢. té v
sklearn) umi konstruovat pouze binarni stromy.

® Je tedy otazka, jak si poradit s ptiznaky, které maji vice nez dvé riizné hodnoty.

® V/ pripadé priznaki, které nabyvaji pouze nékolika moznych hodnot, Ize tento
problém Ize vytesit pomoci tzv. one-hot encoding, kdy se jeden ptiznak s n
riznymi hodnotami nahradi n bindrnimi indikatory téchto riznych hodnot (tzv.
dummy variables).

® Napf. v nasem prikladu s rymic¢kou bychom mohli mit tfi moznosti: vstal(a),
nevstal(a), spadl(a) z postele. Abychom toto prevedli do binarnich p¥iznakii pomoci
dummy pfiznaki, museli bychom zavést tfi nové binarni ptiznaky vstal(a) /
nevstal(a) / spadl(a):

pavodni pfiznak ‘ — dummy priznaky — ‘ vstal nevstal spadl

vstal — 1 0 0
nevstal — 0 1 0
spad| — 0 0 1

BI-ML1.21 prednégka 2 43 / 54



Zakladni prehled Klasifikace/regrese Konstrukce stromu Vyhodnocenf kvality Ladéni hyperparametrii Nebinarni pfiznaky Regrese
00000000 0000000 0000000000000 0O 00000 00000 0@0000 000000

Nominalni a ordinalni pfiznaky

® Metoda one-hot encoding ma své nevyhody:

> ZvySuje vyrazné polet ptiznakl (dimenzi datasetu), coZ specidlné u rozhodovacich
strom{ miiZze vyrazné podporovat preuceni.

» 7 datasetu sice nemizi zadna informace, ale vzhledem k tomu, Ze algoritmus pro
konstrukei stromi neni optimalni (jen ,hladovy*), maze se zvySeni poétu ptiznaki
projevit na kvalité modelu.

» Neni vhodna pro vSechny druhy p¥iznaki s diskrétnimi hodnotami, zejm. ne pro ty,
kde je mezi jednotlivymi hodnotami néjaké poradi.

® Ptiznaky s koneénym poctem moznych hodnot, které ale nemaji néjaky Ciselny kvantitativni
vyznam, nazyvame kategorické (angl. categorical) a jsou v zdsadé dvou druhi:

Nominalni Mezi hodnotami neni zaddné pofadi, napf. misto narozeni, fakulta, pohlavi,
atp.

Ordinalni Mezi hodnotami je né&jaké pfirozené uspofadani, napt. vzdélani (zdkladni
< stfedni < s maturitou < univerzitni) atp.

® Metodu one-hot encoding je tedy lepsi pouzivat pouze pro nominalni pfiznaky. Ordinalni je
lepsi pouze reprezentovat &iselné (oéislovanim podle usporadani) a nechat tak, jak jsou.
Sklearn s nimi pak mize pracovat jako se spojitymi pfiznaky, coz dava vétsi smysl| (viz
dile).
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Spojité priznaky

® V datech ale vétSinou neméame pouze kategorické (nominalni nebo ordinélni)
priznaky. Casto se v nich objevuji p¥iznaky jako vék, cena, teplota, tlak atp.,
které jsou kvantitativni a pracujeme s nimi jako se spojitymi (angl.
continuous) pfiznaky.

® \ rozhodovacich stromech mohou k vétveni slouzit i tyto ptiznaky. Pravidlo
pro (binarni) vétveni mize byt napf. vék < 30, které opét mnozinu dat rozdéli
na dvé Casti.

® QOproti binarnim pfiznakiim méa smysl, aby se spojité proménné objevily ve
stromu vicekrat. Rozdélime-li data pravidlem vék < 30, dava smysl| ,starsi*
Cast dat délit znovu pravidlem vék < 60. U pravidla s binarnim priznakem
pohlavi = Zena toto smys| nedavalo.
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Spojité priznaky a algoritmus

® Algoritmus pro binarni pfiznak X € {0,1} fungoval tak, Ze spo¢ital
informacni zisk rozdéleni dat D podle pravidla X = 0 a bud toto déleni
pouzil, nebo si vybral jiny pfiznak s vySsim informacnim ziskem.

® Spojity pfiznak X s hodnotami napt. z intervalu [0, 100] musf fungovat jinak,
nebot pravidel tvaru X < d existuje vlastné nekone¢no (pro véechna mozn3
0 < d < 100).

® V zakladnim nastaveni algoritmus funguje tak, ze ale vlastné vSechna déleni
ve tvaru X < d vyzkousi a vybere to s nejvyssim informacnim ziskem. Funguje
to takto:
1. Projdi véechny mozné hodnoty ptiznaku X v pravé délené mnoziné dat D a
setfid je podle velikosti: 1 < --- < xy.
2. Vyzkousej rozdéleni dat podle pravidla X < (z;—1 + z;)/2 pro viechna
i =2,...,¢ a pro kazdé takové rozdéleni D spocitej informaéni zisk.
3. Jako nejlepsi pravidlo déleni podle ptriznaku X vezmi to s nejvétsim spoclitanym
informaénim ziskem.
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Spojité priznaky a algoritmus: priklad

Predstavme si, Ze mame data D s osmi radky s pfiznakem vék, ktery ma pro radky 1 az 8
tyto hodnoty:
131,352, 153, 654, 355, 156, 197, 19,

pficemz binarni vysvétlovana proménna Y ma pro tyto fadky hodnoty
01, 12,03, 04, 15,06, 17, 1s.
Entropie D je tedy maximalni, tj. H(D) = 1.

Dle ptedchoziho postupujeme tak, Ze mozné hodnoty X sefadime: 13,15, 19, 35,65, a
vyzkousime vSechna nasledujici rozdéleni.

pravidlo DL Dr  informaéni zisk
X <14 0: 12,03,04, 15,06, 17, 1s 0.14
X <17 01,03, 0g 12,04, 15,17, 15 0.55
xX <27 01,03,06, 17,15 12,04, 15 0.05
X <50 01,12,03,15,06,17, 15 04 0.14

Pokud se tedy nenajde jiny priznak davajici lepsi informacni zisk, pouzije algoritmus pro
rozdéleni dat D pravidlo X < 17.
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Poznamky

® Pokud ma spojity priznak prili§ mnoho hodnot, obvykle se postupuje tak, Ze
se uvazuje pravidlo X < (z;_1 + x;)/2 napfiklad pouze pro kazdé desité x;.
P¥ip. se ndhodné vyzkousi dany pocet hodnot.

® |mplementace v sklearn se chova vlastné ke vSem priznakim jako ke
spojitym.

® Dovede si tak celkem dobte poradit s ordinalnimi ptiznaky.

® V pripadé rovnosti informacniho zisku si
sklearn.tree.DecisionTreeClassifier vybird nahodné. Algoritmus se
tak miZze chovat nedeterministicky, pfestoze k tomu neni zadny viditelny
divod.
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Rozhodovaci stromy pro regresi

Pokud bychom chtéli stejné jako s diskrétni pracovat se spojitou vysvétlovanou
proménnou, musime vyresit dva problémy:

® Jak bude nauéeny strom uréovat predikovanou hodnotu vysvétlované
proménné?
> V pripadé diskrétni proménné se rozhodovalo hlasovanim v ramci listu:
Skondila-li cesta stromem pro datovy bod v listu, ve kterém z trénovacich dat
skondilo nejvice bodl s hodnotou Y = y, rozhodnuti daného listu bylo y.
> V pfipadé spojité proménné Y (napt. vék, teplota, cena, doba trvéni, ...) se
mize snadno stat, ze kazdy z trénovacich bodi ma jinou hodnotu.

®@ Jaké kritérium pouzijeme v hladovém algoritmu pro vybé&r nejlepsiho p¥iznaku
k déleni?

> V pripadé diskrétni proménné jsme pouzivali entropii resp. gini index.

> Ty jsou ale v pfipadé spojité proménné nepouzitelné (rozmyslete si, jak by to
vypadalo, zejm. jaké hodnoty by méla ¢&isla p;).

» Pro spojitou vysvétlovanou proménnou budeme muset najit jiné kritérium.
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Jak strom urcuje své rozhodnuti
® Predpokladejme, ze uz mame nauceny strom a chceme najit predikovanou
hodnotu Y pro néjaky datovy bod s pfiznaky X,...,X,.

® Pomoci rozhodovacich pravidel v daném stromu a hodnot priznaki
X1,...,X, se dostaneme do listu, kde pfi uceni ,skoncilo” Sest datovych
bodi z trénovaciho mnoziny dat.

® Predpokladejme, Ze vysvétlovana proménna Y pro téchto Sest bodli méla
hodnoty
{10, 15, 20, 25, 30, 35}.

® Jaké ma byt tedy rozhodnuti stromu pro body, které skonci v tomto listu?

® Obvykle se bere prumér hodnot z listu, v naSem pfipadé tedy 22.5.
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Co pouzit misto entropie?

V pripadé klasifikace se stromy rozhodovaly pomoci ,hlasovani* v ramci
jednotlivych listd. Minimalizace entropie méla zarudit, aby toto hlasovani
mélo co nejjednoznacnéjsiho vitéze.

V ptipadé regrese se strom rozhoduje tak, ze v ramci listu spocita primér.

Nasi snahou by tedy mélo byt, aby hodnoty vysvétlované v ramci listu byly
co nejblize stfedni hodnoty. Jak toto mérit?

® Znamou mirou ,odchylky od stfedni hodnoty" je MSE = mean squared
error, coZ je skoro stejnd veli¢ina jako (vybérovy) rozptyl (angl. sample
variance).
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Co pouzit misto entropie? MSE!

® Predstavme si, ze mame data s hodnotami vysvétlované proménné

{Y1 =10,V = 15, Y3 = 20, Y, = 25, Y5 = 30, Y5 = 35}.

® Priimér (tj. odhad stfedni hodnoty) této mnoZiny je Y = 22.5.
® Odhad MSE je &islo MSE(Y) = (Y1, ...,Yn), coz neni nic jiného, nez
aritmeticky prlimér Ctvercl vzdalenosti od priiméru:

N

MSE(Y) = - > ~ )

Jj=

pro nase data tedy

Regrese
[e]ele] lole}

1
MSE((10, 15,20, 25,30, 35)) = 2 ((10 - 22.5)% + (15 — 22.5)%+
+(20 — 22.5) + (25 — 22.5)% + (30 — 22.5)* + (35 — 22.5)) = 72.9.
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Rozhodovaci strom pro regresi

® Hladovy algoritmus, ktery se pouziva pri regresi, voli vrcholy rozhodovaciho
stromu tak, aby se minimalizovalo MSE.

® Funguje stejné jako algoritmus predstaveny dfive: kvalitu rozdéleni mnoziny D
na podmnoziny Dy, a Dg ale namisto entropie

H(D) -t H(Dy) — trH(DR)

pouzivd MSE

D) — t,MSE(Dy) — trRMSE(Dg),

D a MSE(D) je MSE spoditané pro hodnoty
pro vSechny body z D.

kdetL:iDL atp =
vysvétlované proménné
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Poznamky
® Misto MSE lze pouzivat také MAE = Mean Absolute Error:

N
MAE(Y) = % > yi-vl,
i=1

ktery misto Ctverce vzdalenosti pouziva absolutni hodnotu.
® Rozhodovaci stromy maji mnoho vyhod:
» Nenarocnost na pripravu dat: poradi si s kategorickymi i spojitymi pfiznaky, s
chybéjicimi hodnotami, atp.
» Jsou jednoduché a srozumitelné a uceni je relativné rychlé.
> Jsou dobre interpretovatelné a jejich rozhodnuti Ize snadno rozklicovat.
® Ale maji samoztejmé i nevyhody:
» Jsou nerobustni: i drobna zména v trénovacich datech miize znamenat zasadnf
zménu struktury vysledného stromu.
> VétSina implementaci podporuje pouze binarni stromy.
» Najit optimalni strom je NP-Gplny problém.
» Je snadné rozhodovaci stromy preudit.
® V praxi se typicky pouzivaji riizna vylepSeni nami uvedeného algoritmu konstrukce
stromu pro regresi a klasifikaci jako napf. CART = Classification and Regression

Trees nebo C4.5, které obsahuji profezavani, pokrocilejsi zastavovaci kritéria atd.
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kNN: popis metody Normalizace dat, nominélni pfiznaky Prokleti dimenzionality
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Co bude v dnesni prednasce

metoda nejblizsich sousedt (KNearestNeighbors, kNN)

® riizné miry vzdalenosti

® kNN a normalizace dat

prokleti dimenzionality

BI-ML1.21 prednééka 3 2 /18



kNN: popis metody Normalizace dat, nominélni pfiznaky Prokleti dimenzionality
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kNN: zakladni myslenka

® Redime problém supervizovaného uceni, kdy tedy chceme na zékladé p p¥iznaki

X1,..., X, predikovat hodnotu vysvétlované proménné Y.

® Pro zjednoduseni znaleni poskladame p¥iznaky do vektoru X = (X1,...,X,)7,
ktery budeme chapat jako nahodny vektor, a jednu jeho konkrétni realizaci budeme
znadit .

® Dile budeme jako X znadit mnozinu obsahujici vSechny mozné hodnoty pFiznakd,
tj. ¢ € X, pricemz typicky X = RP.

® Mame tedy trénovaci mnozinu tvofenou N dvojicemi (x1,Y1),..., (N, YN).

® Z3ikladni (a velice jednoduchad) myslenka kNN je nasledujici:

» Chceme predikovat hodnotu vysvétlované proménné pro datovy bod x € X.

> V trénovacich datech najdeme k bodi (k je zadany hyperparametr), které maji
od x nejmens{ vzdalenost.

» Predikci pak zalozime na zndmych hodnotach vysvétlované proménné pro
téchto k bodd.

> Jedna-li se o regresi (spojité Y'), bereme primér z hodnot pro tyto body.

> Jedna-li se o klasifikaci, bereme nej¢astéjsi hodnotu mezi témito body.
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Nejblizsi soused: jak ho najit

Kli¢ovy je pojem vzdélenosti (resp. metriky):

Definice

Vzdalenost nebo také metrika na mnoziné X je funkce d : X x X — [0, +00)
takova, ze pro kazdé x,y, z € X plati

i) d(z,y) >0, ad(z,y) = 0 pravé tehdy kdyz x = y - pozitivni definitnost,
i) d(z,y) = d(y, ) - symetrie,
i) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) - trojihelnikova nerovnost.

Vv

® NejbéZnéjsi je volba Eukleidovské vzdalenosti nebo také Ly vzdalenosti:

|z —yll2 = da(z,y) =

pro dva body & = (z1,...,2p) ay = (y1,. ..
® Pozdéji si ukdzeme i jiné moznosti.
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kNN: popis metody Normalizace dat, nominélni pfiznaky Prokleti dimenzionality
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kNN: uceni vs. predikovani

U rozhodovacich strom( byla vypocetné narocna faze uleni, ale predikce uz se
konstruovaly velmi snadno a rychle (3lo jen o priichod nehlubokym stromem).

® Toto plati skoro o vSech metodéach pro supervizované uceni: radové vice je
narocné uceni modelu nez vypocet predikci.

® U kNN je tomu naopak! Ucenf totiz vlastné neprobiha: trénovaci data jsou
sama o sobé nauc¢enym modelem.

® Co je naopak vypocetné naro¢né je predikce, tedy hledani nejblizsich sousedi
pro dany bod: vyzaduje to priichod vSemi trénovacimi daty a naméreni
vzdalenosti od kazdého trénovaciho bodu.

® Hledani Ize zrychlit tim, Ze si data jistym zplisobem indexujeme (obvykle do

jistého vyhledavaciho stromu), potom se situace ,znormalni* a predikovani se
zrychli na dkor uéeni se (tj. tvorby indexu trénovacich dat).
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kNN: popis metody Normalizace dat, nominélni pfiznaky Prokleti dimenzionality
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kNN: hyperparametry

® Implementace kNN v scikit-learn je dostupna v baliccich
KNeighborsRegressor a KNeighborsClassifier.

V pripadé regrese i klasifikace jsou pro kNN smysluplné t¥i hyperparametry:
> Cislo k uréujici pocet hledanych nejbliz$ich sousedii (n_neighbors).
» Pouzitd vzdalenost; obecné funkce vracejicim dvéma datovym bod{im dislo
(metric).

vyv/

> Vahy nejblizSich sousedil uréujici ,silu jejich hlasu® pfi predikci (weights).

® Postupné si tyto tfi hyperparametry projdeme.

/////

tykaji spiSe zplsobu vypoltu a tvorby pfipadného indexu, takZe neovliviujf
pfimo tvar modelu a nejedna se tedy striktné feCeno o hyperparametry.
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kNN: hyperparametr k (pocet sousedil)

® Vétsinu modeld |ze pfeudit (tzv. overfitting). Nap¥. u stromi to $lo snadno,
stacilo vytvorit prilis hluboky strom s velkym mnozstvim list(.

® U kNN Ize preuceni zabranit zvySenim poctu sousedii, které maji vliv na
predikci.

® Jak vypada preuceny kNN Ize vidét na obrazku nize vlevo, kde je vysledek
binarni klasifikace pro k = 1, vpravo jsou vidét tatdz data pro k = 10.

2-Class dlassification (k = 1, weights = ‘uniform) 2-Class classification (k = 10, weights = ‘uniform’)
w )
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kNN: popis metody Normalizace dat, nominélni pfiznaky Prokleti dimenzionality
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kNN: mira vzdélenosti jako hyperparametr (1/2)

® Predpokladejme, ze vSechny nase priznaky jsou Cisla; idealng, ze se jedna o
spojité numerické priznaky.

® Potom lze jako vzdélenost vzit jakoukoli metriku definovanou na R? (kde p je
poclet priznaka).

® Nejobvyklejsi volbou jsou tzv. L, metriky (také Minkovského g-metriky pfip.
g-normy), kde ¢ = 1,2, ... Tyto jsou také pfimo podporované v
scikit-learn.

® Vzdalenost dvou bodli ® = (z1,...,2p) ay = (y1,...,Yp) z RP dané L,
metrikou je rovna

|z —yllg =dg(z,y) =

specialné pro ¢ = 1 dostavame

e —yli = di(2,y) lez vil.

® Eukleidova vzdalenost tak odpovida ¢ = 2, Manhattanska vzdalenost pak
qg=1.
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kNN: popis metody Normalizace dat, nominélni pfiznaky Prokleti dimenzionality
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kNN: mira vzdélenosti jako hyperparametr (2/2)

® \/zdalenost si miiZzeme ale definovat v podstaté libovolné, jde jen o to, aby
byla schopné vrétit jednoznacné uréené &islo pro dva datové body (tj. dva
vektory pfiznaki).

® | ze také definovat i vzdélenosti, které se v kazdé dimenzi chovaji jinak: napf.
jedna-li se o priznak spojity numericky, ptispéje do vzdalenosti absolutni
hodnotou rozdilu, jedna-li se napf. o jméno, Ize pouzit Levenshteinovu
vzdalenost, prip. Ize na podmnoZinu pfiznakd pouzit tfeba cosinovou
vzdalenost
Ty
ll2/lyll2"

® Volba sofistikované miry vzdalenosti miZe z jednoduchého kNN modelu
udélat model sloZity (a tfeba i mocny). Obvykle také vyznamné vzroste pocet
hyperparametri, které uréuji, jak pfesné dan vzdalenost vypada (zejm. jakou
vahu maji jednotlivé slozky).

® Vice se lze dodist napfiklad zde: Similarity Measures for Categorical Data: A
Comparative Evaluation (2008).
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kNN: hyperparametr weights

® Predstavme si, Ze feSime regresni problém a Ze jsme pro dany bod x nasli
nejblizsi sousedy @1, ..., T s hodnotami vysvétlované proménné yq, ..., yx.

® Predikci pro & miizeme zvolit klasicky jako ,primér nejblizsich sousedid”, tedy

® (asto se ale voli vazeny primér

SF wiy
A~ = 141
§= =51,
D i Wi
kde w; jsou nezadporné vahy jednotlivych bodd.
® Tyto vahy se obvykle voli tak, ze klesaji’ se vzdalenosti’; napft. v
scikit-learn je mozné zvolit weights=distance, které nastavi
1
d(z,x;)’

w; =
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kNN: popis metody Normalizace dat, nominélni pfiznaky Prokleti dimenzionality
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Rizné vahy stejnych priznaki

Na rozdil od rozhodovacich stromi je metoda kNN naro¢na na pripravu dat a
je také citliva na typy jednotlivych ptiznaki.

® Ptedpokladejme prozatim, ze vSechny nase pfiznaky jsou spojité numerické.

® Pfedstavme si, Ze dva z p¥iznaki jsou dva rozméry pldorysu bazénu (nap¥.
uréujeme prodejni cenu domu): 1 je uveden v centimetrech a x5 v metrech.

® Nyni predpokladejme, ze mdme dva domy se ¢tvercovymi bazény o strané 5 a
6 metrl. Jaky bude prispévek priznakid x; a x2 do Eukleidovské vzdalenosti
prislusnych dvou datovych bodi?

(500 — 600)% + (5 — 6)* = 100% + 1 = 10001.
® PYestoze se tedy tyto pfiznaky lisi o stejnou vzdalenost, zména v x5 je pfi

méfeni vzdalenosti datovych bodi (reprezentujicich domy) naprosto
zanedbatelnd vici zméndm v z;.
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kNN: popis metody Normalizace dat, nominélni pfiznaky Prokleti dimenzionality
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Casto nedosazitelnd souméritelnost priznaki

® Ptedchozi priklad s rozméry bazénii Ize snadno vyfesit: budeme oba rozméry
méfit v metrech. Ale vétsinou to neni tak jednoduché.

® U domu mizeme mit napiiklad pfiznaky urcujici
» plochu v bazénu v metrech Etvereénich,
> velikost koupelny také v metrech Ctverecnich,
> velikost televize danou thloptickou v palcich,
> pocet oken.

® Co s takovym pripadem? Je feSenim prevést plochu televize na metry
Ctverecni? Je zvetSeni kuchyné o 2 CtvereCni metry to samé, jako stejné
zvétsSeni bazénu? A co teprve pocet oken?

® \/ nékterych pripadech jsou priznaky jen tézko porovnatelné a v podstaté
nelze najit néjakou univerzalni miru.

® Toto lze sloZité fesit pomoci sofistikovanych metrik plnych hyperparametri
anebo jednoduse (ale ¢asto naivné) pomoci normalizace dat.
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kNN: popis metody Normalizace dat, nominélni pfiznaky Prokleti dimenzionality
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Normalizace dat (1/2)

® Jednoduchou metodou, jak zabranit nejextrémnéjsim uletim zptsobenym
pestrou skalou priznaki a jejich vyznami je normalizace kazdého priznaku do
intevalu [0, 1], kterd se nazyvd min-max normalizace.

® Postup je nasledujici: pro dany pfiznak najdeme jeho minimalni a maximalni
hodnotu v trénovacich datech: min,, max, a pak hodnotu z; tohoto pfiznaku
pro i-ty datovy bod nahradime

® Tim docilime toho, Ze viechny hodnoty budou z intervalu [0, 1].
® /mény v jednotlivych pfiznacich se pak vlastné porovnavaji s maximalnim
moznym rozdilem hodnot v trénovacich datech a tim se docili jisté omezené
souméfitelnosti.
® Dalsi, casto pouzivanou normalizaci je standardizace:
Ty — T
Tp 4= ——,
s
kde z = 1 = >, z; je vybérovy primér a 52 = nil Yoz — 7)? je vybérovy

rozptyl daneho priznaku.
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kNN: popis metody Normalizace dat, nominalni piznaky Prokleti dimenzionality
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Normalizace dat (2/2)

® Predchozi postup normalizace po priznacich ale rozhodné neni univerzalni.

® Uvazujme zndmy MNIST dataset s rukou psanymi Cislicemi zachycenymi na
Cernobilych fotkadch o rozmérech 28 x 28 pixeli se stupném Sedi 0 az 255.

label = 5 label = 0 label = 4 label = 1 label = 9
label = 2 label = 1 label = 3 label = 1 label = 4
label = 3 label = 5 label = 3 label = 6 label = 1
.

label = 7 label = 2 label = 8 label = 6 label =9

® Datovy bod tedy obsahuje 28 x 28 = 784 pfiznaki s hodnotami od 0 (&ernd)
do 255 (bild).
® Je v tomto pFipadé normalizace po pfiznacich vhodna?
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Normalizace dat (2/2)

® Vhodnad moc neni, jednak kvili pfiznakiim (pixeldm), které jsou ve vech
obrazcich nulové (Cerné), ale i kvili tém, které jsou na par obrazcich trochu
Sedivé.

® 7de vlastné neni normalizace viibec nutna, nebot vSechny ptiznaky jsou co do
méFitka a vyznamu totozné.

® | ze pouzit normalizaci do intervalu [0, 1], ovéem nikoli po p¥iznacich:

Tr; — minX
T
maxyx — IMiny

kde miny a maxx jsou maxima nikoli v daném sloupci (pfiznaku), ale ve
vsech sloupcich.

® Pro MNIST data je miny = 0 a maxx = 255.

Obecné je normalizace dat velké a sloZité téma, ke kterému neexistuje
néjaky univerzalni spravny pristup.’

1Jak to tak chodi.
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kNN a nominalni ptiznaky

® kNN se bez pourziti specialnich metrik neumi dobre vyporadat s nominalnimi
priznaky.

® Jako priklad uvaZzujme p¥iznak u domu (zase diim prodavame), ktery urluje
dislo ¢asti Prahy (1 az 22).

® 7de ocividné nema cenu mérit velikost &iselného rozdilu.

® | ze bud modifikovat metriku tak, aby za tento pfiznak vracela nulu, pokud
ma pro dva datové body stejnou hodnotu, jinak aby vracela jednicku.
RozliSovala by tak jenom dva stavy: shodnd/riiznd hodnota p¥iznaku.

® Podobny (ale ne Gplné stejny, to si rozmyslete) vysledek dostaneme, pokud
pouZijeme one-hot encoding a dummy pFiznaky (kterych bude 22).

® Pro ordinarni priznaky uz mze pouziti klasickych Ciselnych rozdilti davat
smysl, ale obecné je to problematické.
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kNN: popis metody Normalizace dat, nominélni pfiznaky Prokleti dimenzionality
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Prokleti dimenzionality

Prokleti dimenzionality (angl. the curse of dimensionality), je pojem,
ktery odkazuje na nékteré problémy objevujici se v ptipadé vysokého poctu
priznakd, kdy jsou datové body prvky mnohadimenzionalniho prostoru.

Tyto problémy hraji svoji roli v mnoha metodach a proto jsou redukce
dimenzionality a vybér pfiznakil (angl. feature selection) jednim ze
zasadnich témat pti zpracovani dat.

S kNN jsou spojeny zejména dva efekty zplisobené vysokou dimenzi dat:

» Data se zvySovanim dimenze Fidnou a navzajem se vzdaluji. Pro zachovani
stejné hustoty pro vyssi dimenzi by bylo nutné fadové navysit pocet datovych
bodi, coz neni obvykle mozné.

» S rostouci dimenzi se pro klasické metriky zmensuji rozdily mezi vzdalenymi a
blizkymi body.

Prvni efekt si demonstrujeme na pfikladu.
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kNN: popis metody Normalizace dat, nominélni pfiznaky

Prokleti dimenzionality
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Prokleti dimenzionality: Fidnuti bodu

Predstavme si, Ze mame d-dimenzionalni jednotkovou krychli (hyperkrychli), tedy oblast
[0,1] x [0,1] x --- x [0,1] € R?

a v ni madme ndhodné rozhozeno (dle uniformniho rozdéleni) 1000 bodd.
Otazka: Jak velkou musime mit ,podkrychli“, aby obsahovala v priméru 10 bodi (tj.
pokryvala jednu setinu objemu)?

® Pro jednodimenzionalni krychli (tj. dsecku) je to Gsetka o délce 0,01.
® Pro dvoudimenzionalni ¢tverec je to Ctverec o strané 0,1.
® Ve t¥{dimenzionalni prostoru je to krychle o hrané a, kde a® = 1/100, tedy

1
= — 0,21
a 100 0,215

® V dimenzi d je to pak krychle o strané

a= L
100

pro d =10 je a = 0,63 a pro d = 50 je a =~ 0,91.
® 7 pohledu strojového uceni to znamena, Ze hustota trénovacich bodi s rostouci
dimenzi klesa. Body jsou od sebe velmi vzdalené.
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Evaluace modelt Vyhodnocovaci scénare Kfizova validace Evaluace regrese Evaluace klasifikace
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Co bude v dnesni prednasce

® Evaluace modeli obecné

® PYipomenuti trénovani, validace a testovan{

® Kfizova validace

® Evaluace regrese

Evaluace klasifikace
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Uvod do evaluace modeli
® Jednou z hlavnich vyzev strojového uleni je, aby natrénovany model dokazal
dobte fungovat i na novych vstupech, které doposud nevidél.
® Této schopnosti fFikdme schopnost generalizace.

® V typickém scénati mame nékolik kandidati na findlni model a pottebujeme
mezi nimi vybrat ten nejlepsi.

® K tomuto je tfeba mit néjakou kvantitativni miru vykonnosti modelu.

® Zaméfme se na problematiku méreni vykonnosti modeld v ramci
supervizovaného uceni.

® V tomto pfipadé se miize zda volba miry pfimoéarad (pfesnost pro klasifikaci,
MSE pro regresi), ale ve skute¢nosti to neni tak jednoduché a je tfeba
spravné zvolit metriku, kterd odpovida zddoucimu chovani modelu.

® Napiiklad u regresni Glohy miZeme chtit preferovat model, ktery nedéla velké
chyby, ale pomérné Casto déla chyby mensi. Anebo mizeme preferovat model,
ktery vetSinou nedéla ani malé chyby, ale obcas udéld hodné velkou.
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Ztratova funkce

® UvaZujme vysvétlovanou proménnou Y a vektor pfiznaki (vstupi)
X =(Xq,....X,)7T

* Model predikuje Y = Y'(X), které je funkei X.

® Chybu predikce Y pomoci Y obecné& mé¥ime pomoci tzv. ztratové funkce
(angl. loss function) L.

® 7tratova funkce vhodnym zplisobem méfi, jak dobre dany model predikuje
konkrétni hodnotu.

® Typickou volbou v pFipadé regresni Glohy je kvadraticka ztratova funkce
méfici kvadratickou chybu (angl. squared error)

A

LY, Y)= (Y —Y)?
nebo L, ztratova funkce méfici absolutni chybu (angl. absolute error)
LY,Y)=|Y —Y]|.
e Kvadratickou chybu vyuziva tfeba linedrni regrese.
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Ztratova funkce binarni klasifikace

® U binarni klasifikace model ¢asto odhaduje pravdépodobnost

p=PY =1X =2x).
® Poznamenejme, ze to umi naptiklad rozhodovaci strom, ktery mize pro dany
list, do kterého padne x, vratit p jako relativni pocCet reprezentantd tfidy 1 z
trénovaci mnoziny v tom listu.
® Finalni predikce vysvétlované proménné je potom
V- 1 kdyz p>1/2,
0 jinak.
® Typicka ztratova funkce, kterd se v takovém p¥ipadé pouZiva je (angl. binary
cross-entropy loss)

L(Y,p) = —Ylogp— (1 —Y)log(1l —p).
® To reédlné znamend
L(l,ﬁ) =—logp a L(O,ﬁ) = —log(1l —p).

® Jak uvidime pozdéji v semestru, tato ztratova funkce odpovida tomu, co se

déje u logistické regrese.
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Trénovaci chyba

® P¥i uceni se snazime minimalizovat chybu predikce mérenou pomoci priimérné
hodnoty ztratové funkce L na trénovacich datech

1 & 5

kde trénovaci mnozina je N dvojic (Y;, ;).

® Tato primérnd hodnota se nazyva trénovaci chyba (angl. training error) a
obcas se znaéi jako €TTyain. Nékdy se ji také Fika trénovaci ztrata (angl.
training loss).

® U regresni tlohy, pouziti kvadratické ztratové funkce vede k minimalizaci
stfedni kvadratické chyby (angl. mean squared error)

N
1 N
MSEtrain = N § (Y; - }/i)Qv
1=1

coz je ekvivalentni minimalizaci RSS v linearni regresi.
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Trénovaci chyba pokracovani

® Pouziti Ly ztratové funkce vede na minimalizaci stfedni absolutni chyby
(angl. mean absolute error)

1 N
MAEtrain == N Z'ifz - YH

e U binarni klasifikace, pouziti predchozi ztratové funkce vede k minimalizaci
binarn{ relativni entropie (angl. binary cross-entropy)

N
Z {Y log p(x;) + (1 — Y;) log(1 — p(x;))

® (Casem uvidime, Ze az na minus pfed sumou se jedna presné o logaritmus
vérohodnostni funkce, ktery budeme maximalizovat u logistické regrese.
S minusem a minimalizaci se tedy jedna o totoznou tlohu.
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Uceni modelu

® Béhem procesu uceni modelu se zafixovanymi hyperparametry se snazime
najit hodnoty parametri, které minimalizuji trénovaci chybu.

® U nékterych modeld, jako napt. linearni regrese, Ize toto feSeni naji explicitné.

® Pro vétsinu modeld to ale nelze a pouzivaji se riizné iterativni metody (typicky
zaloZzené na gradientnim sestupu), které se snazi nalézt lokalni minimum.

® Jakmile je model natrénovan, zajima nas jeho schopnost generalizace.

® Podivejme se nejprve na odhadovani vykonnosti modelu na novych datech
pomoci ztratové funkce. Pozdeji si ukdzeme i jiné miry mé¥ici vykonnost, resp.
schopnost generalizace.
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Testovaci chyba

® Testovaci chyba (angl. test error), také nékdy nazyvani generalizaéni chyba (angl.
generalization error), je definovana jako stfedni hodnota chyby na novém vstupu X
podminéna danymi trénovacimi daty,

Errp = B (L(Y,Y(X))|D),

kde D = ((Yl,wl), o (YN,wN)) znadi trénovaci data.
® Testovaci chybu mizeme odhadnout vybérovym priimérem

Neest

test Z L(Yz,y(wl)%

CITtest =

zméFenym na testovaci datech ((Y17 1),y (YNiears :cNtest)), které byla ziskany nezavisle
na trénovacich datech D.

® Poznamenejme, Ze €rTtest podminéno trénovacimi daty je nestranny odhad Errp, t.j.
E (mtest |D) = Errp .

® Nejobecnéjsi mirou schopnosti modelu generalizovat je oekavana testovaci chyba nebo
taky ofekavana chyba predikce (angl. expected test error, expected prediction error)
definovana jako stfedni hodnota testovaci chyby vzhledem k ndhodnému vybéru trénovaci
mnoziny
Err =E (Brrp ) = EL(Y, V(X)).
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Vyhodnocovaci scénare

Chceme-li natrénovat model a pak odhadnout jeho testovaci chybu, musime mit k
dispozici trénovaci data a nezavisla testovaci data.

Trénovaci Testovaci

® Kromé toho v mnoha pfipadech mame vice kandidatd na finalni model a
pottebujeme z nich vybrat ten nejlepsi.

® Typicky se jedna o situaci, kdy mame celou tfidu modell zavisejicich na
néjaké sadé hyperparametrii a chceme najit jejich hodnoty tak, aby testovaci
chyba finalné vybraného modelu byla co nejmensi.

® 7 pohledu evaluace tak mame dva rlizné tkoly:
> Vybér modelu - odhadnout vykonnost riiznych modeli za ic¢elem vybéru
nejlepsiho.
» Ohodnoceni modelu - odhadnout testovaci chybu findlniho modelu.

® Protoze vybér modelu vlastné spada do procesu trénovani (vybereme model,
ktery se nejlépe pFizplsobi datlim) nesmime pouZit stejnd data pro vybér
findlniho modelu i pro ohodnoceni tohoto findlniho modelu.
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Trénovani, validace a testovani

Kdyz mame dostatek dat, rozdélime vstupni data na tfi Casti: trénovaci a
validaéni a testovaci.

Trénovaci Validaéni Testovaci

® Trénovaci Cast pouZijeme pro trénovani konkrétnich modell se zafixovanymi
hyperparametry.

® Validacni cast pouZzijeme k ohodnoceni daného modelu a porovnani s
ostatnimi modely. Takto vybereme nejlepsi sady hyperparametrii a pripadné
porovname nejlepsi modely z riiznych tfid. Finalni model tedy vybirdme na
zakladé validacni mnoziny.

® Testovaci cast pouzijeme az v zavérecné fazi, kdyz uz mame vybrany a
natrénovany finalni model. Tim ziskdme odhad testovaci chyby, kterou

mizeme ocekavat na novych datech.

Tento zptisob prace s testovaci mnoznou se nazyva hold-out.
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Trénovani, validace a testovani - obrazek

vsechna data
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Trénovani, validace a testovani - chyby

V nékterych pfipadech se objevuje nespravné pouziti téchto t¥i Casti datasetu.

® Validaéni &ast je (spravné) pouZita k ladéni hyperparametril v ramci jedné
tfidy modeld.

® Potom jsou ale modely s nejlepsimy hyperparametry z rliznych t¥id (napf.
KNN a rozhodovaci strom) porovnavany (Spatné) na zikladé testovacich dat!

® Protoze vybér nejlepsiho modelu je soucast trénovani, findlni model je

potom vybran na zakladé vsech tfi ¢asti datasetu.
® Tudiz je finalni ohodnoceni na testovacich datech prilis optimistické.

® Testovaci mnozinu musime vzdy oddélit co nejdfive (jesté pred
predzpracovanim) a drzet ji striktné bokem pouze pro finalni evaluaci.

BI-ML1.21 prednééka 4 13 /28



Evaluace modelt Vyhodnocovaci scénare Kfizova validace Evaluace regrese Evaluace klasifikace
0000000 [eleele] } 00000 [o]e] 0000000

Trénovani, validace a testovani - rizika

® Evaluace pomoci validacnich nebo testovacich dat dava rozumné vysledky pouze
pokud trénovaci, valida¢ni a testovaci data pochézi ze stejného rozdéleni a kdyz tam
nejsou zadné procesné vnesené odlinosti (napf. Ze by data byla néjakym zpisobem
uméle usporadand a pred rozdéleni by se neprovedla ndhodna permutace).

® \/ mnoha aplikacich prediktivniho modelovani se systém, ktery sledujeme a chceme

predikovat, v &ase vyviji (je tzv. ,nestacionarni*). To miize pFinést systematické
odliSnosti mezi trénovacimi a redlnymi daty v budoucnosti.

® Prikladem maze byt predikce cen na burze, kdy data za minulych 5 let typicky
nebudou odpovidat soucasnosti.

® Pokud o¢ekavame takovéto chovani, je dobré, aby testovaci (a pfipadné i validaéni)
data spravné reflektovala chronologické fazeni a pfislusné odhady chyb tak mohli
redlné ukazovat tento posun v Case. V takovém pripadé tedy data pred rozdélenim
typicky nepermutujeme.

® U vicekrokového modelovani (kdy napf. dopliiujeme chybéjici hodnoty néjakym
modelem, vybirdme pFiznaky atd.) musime validalni a testovaci data oddélit jiz na
zacatku a pak na né aplikovat vSechny tyto kroky ,,naucené” na trénovacich datech.
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K¥izova validace
® Kdyz nemame dostatek dat, nebyva rozumné délit je na trénovaci, valida¢ni a
testovaci Cast.
® Uvazujme nejprve scénar, kdy si testovaci data dopredu oddélime a jde ndm pouze
trénovani a vybér nejlepsiho modelu.
® V takovém ptipadé mizeme k vybéru nejlepsiho modelu pouzit techniku k¥izové
validace (angl. cross-validation).
® Zakladni metodou je tzv. k-nasobné k¥izova validace (angl. k-fold
cross-validation), kde 2 < k < N:
» Trénovaci data D nahodné rozdélime na k podobné velkych &asti D, ..., Dy.
» Pro kazdé j =1,...,k model s danymi hodnotami hyperparametri
natrénujeme na datech z mnoziny (UleDi) \ Dj.

Trénovaci Testovaci Trénovaci  Trénovaci  Trénovaci

Dl D2 D3 D4 D5

» Na mnoziné D; odhadneme jeho chybu jako e;.
» Nakonec vratime primérnou ,,cross-validacni* chybu

BI-ML1.21 prednéika 4 15 / 28



Evaluace modelt Vyhodnocovaci scénare Kfizova validace Evaluace regrese Evaluace klasifikace
0000000 00000 0@000 [o]e] 0000000

K¥izova validace - pokracovani

® Tento proces zopakujeme pro vSechny zkoumané hodnoty hyperparametrii a
na zavér vybereme jako nejlepsi volbu ty hodnoty, které vedly k nejmensi
cross-validacni chybé.

® Abychom pak ziskali finaIni natrénovany model (ten v tuhle chvili nemame),
pro vybrané hodnoty hyperparametri model znovu natrénujeme na celé
trénovaci mnoziné D!

® Typické volby k jsou 5 az 10.

® \/ extrémnim pfipadé, kdy se k rovna poctu trénovacich dat, mluvime o
leave-one-out cross-validation: trénuje se na celé trénovaci mnoziné bez
jediného bodu, na kterém se pak méfi vysledna chyba.
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K¥izova validace - diskuse

® K¥izova validace miize byt nelinosné vypocetné naroCna a nemize tak vzdy
nahradit strategii s jedinou validaéni mnozZinou.

® Pro fixni model je cross-validacni chyba odhadem ocekavané testovaci chyby
Err a nikoliv testovaci chyby Errp, coz mize byt matouci.

® Kdyz mame opravdu malo dat a nechceme ani oddélovat testovaci mnozinu,
miizeme kfiZzovou validaci pouZit dvoustupnové a soucasné tak vybrat nejlepsf
model i odhadnout jeho vykonnost pomoci ocekavané testovaci chyby. V
tomto p¥ipadé vnitfni kfizovou validaci pouzivame na vybér nejlepsiho modelu
a vnéjsi na odhad ocekavané chyby.

® Vysledna vnéjsi cross-validacni chyba ale odpovida ocekavané chybé celé
procedury pro vybér nejlepsiho modelu, nikoliv chybé konkrétniho modelu
(ktery ndm z toho ani nevypadne) a my tu proceduru pak musime na celych
datech provést a ziskat tak nejlepsi model pro predikci (vizte [Cawley, Talbot
(2010)]).
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Strategie pripravy finalniho modelu

® PFi vyuZiti testovaci mnoziny (hold-out p¥istup) ziskdme odhad testovaci chyby
néjakého nejlepsiho modelu, ktery mame v tu chvili i natrénovany.

® U dvoustupnové kfizové validace, ziskame odhad ocekavané testovaci chyby
procedury pro vybér nejlepsiho modelu, ale nejlepsi model teprve musime ziskat.

® V tomto ptipadé a i v tom prvnim, pokud nemédme moc dat, ma smysl| sestrojit
finalni model Gplné odznova a vyuzit k tomu celd data.

» P¥i hold-out pristupu s validaéni mnozinou tedy rozdélime cely dataset pouze
na 2 &asti - trénovaci a validaéni. Rizné modely (hyperparametry) pak
trénujeme na trénovaci Casti a pomoci validaéni ¢asti vybereme nejlepsi model
(hyperparametry). Dokonce tento model mizeme je$té znovu natrénovat na
celych datech.

» P¥i hold-out pfistupu s kfizovou validaci nebo pfi dvoustuprové k¥izové validaci

vezmeme cely dataset a pomoci k¥izové validace vybereme nejlepsi model
(hyperparametry). Ten pak na celych datech natrénujeme.

® Ve zadném ze scénéri si neodlozime data pro méfeni vykonnosti findlniho modelu.

® Jako odhad této vykonnosti pouZijeme odhad (o&ekdvané) testovaci chyby z
predchoziho kroku (hold-out s validaéni mnozinou, s kfizovou validaci nebo
dvoustupriova kfizova validace)
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Vyhodnocovani regrese (1/2)

Evaluace regrese Evaluace klasifikace
o0 0000000

Nejobvyklejsi volba kvadratické chyby jako ztratové funkce vede na evaluaci
pomoci stfedni kvadratické chyby (angl. mean squared error)

N
1 -
MSE = N ;Zl(Yi -Y)"

Tato mira penalizuje predevsim velké odchylky a je velmi citlivd na odlehlé
hodnoty.

Podivejme se na dalsi vyhodnocovaci miry, které se sousttedi i na jiné aspekty
predikce:

® Root mean squared error - odpovida nelinedrné preskalovanému MSE:

N
1 N
RMSE = | + Z(}g ~Y;)2.
i=1
M3 stejné vlastnosti, akorat jednotky jsou stejné, jako jednotky vysvétlované
proménné.
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Vyhodnocovani regrese (2/2)

® Root mean squared logarithmic error - pro nezaporné hodnoty vysvétlované proménné:

N
1 -
RMSLE = , | — Z(logYi —log ¥;)2
i=1
Soustfedi se na relativni miru odchylek - tj. pro malé hodnoty Fesi i malé odchylky, pro velké
hodnoty pouze ty velké. Je méné citliva na odlehlé hodnoty.

® Mean absolute error - odchylky se skladaji linearné:

N
1 .
MAE = -3 "[Vi - Yil.
i=1
Méné citlivad k odlehlym hodnotdm nez MSE.
® Koeficient determinace - R? (koeficient ,R kvadrat") vyjadtuje, jaky podil variability
cilové proménné model vysvétluje:

R?Z=1- @,
SST
kde
N N
RSS = Z(Y,- ~YV))? a SST= Z(Yi —¥)2
i=1 i=1

(RSS - residual sum of squares, SST - total sum of squares)
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Evaluace klasifikace - Givod

Pti klasifikaci se chyba méfend pomoci ztratové funkce pro rozumnou evaluaci pfilis nehodi.

Typicky se totiz jedna o relativni entropii, jejiz ¢iselné hodnoty jsou tézko interpretovatelné.

Nejcastéji se vyhodnocovani klasifikaénich modelli provadi pomoci mér odvozenych z tzv. matice
zamén (angl. confusion matrix), coz je matice &etnosti riiznych predikovanych hodnot Y; proti
rGznym skute¢nym hodnotdm Y;.
ZaméFme se pouze na binarni klasifikaci.
Skutecnost
Y=1

TRUE POSITIVE

—
Il
P~
o
o
=
el
2 o
o
Il
P~

[zdroj: univ-angers.fr]
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Matice zamén

Matice zdmén spolu s fadkovymi a sloupcovymi soucty:

Skutecnost
Yy =1 Y =0 >
Predikce Y =1 TP P ]Y+ =IP+FP
=0 FN TN N_ =FN+ TN
> | Ny=TP+FN N_=FP+4+TN | N=TP+FP+FN+TN

V matici zdmén jsou nasledujici ¢etnosti:
® True positive - TP - kolikrat model spravné predikoval Y = 1.
® False positive - FP - kolikrat model Spatné predikoval Y = 0.
® False negative - FN - kolikrat model Spatné predikoval Y = 1.

® True negative - TN - kolikrdt model spravné predikoval Y = 0.

Radkovymi souéty N4, resp. N_ jsou polty bodii, kde model predikoval 1, resp 0.
Sloupcovymi soucty Ny, resp. N_ jsou pocty bodi ve tfidé 1, resp O.
Idealni predikce vede k tomu, ze FN i FP jsou rovny 0.
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Matice zamén

Z matice zdmén miizeme odvodit nasledujici miry, které odpovidaji odhadim

podminénych pravdépodobnosti P(Y = §|Y = y):

Y =1 Y =0
V'=1| TPR = 3" | FPR = 3~
) N N
Y'=0| FNR= 5" | TNR =3~

Pro tyto miry se pouziva nékolik riiznych oznaceni:
® True positive rate (TPR) se také nazyva sensitivita nebo recall nebo hit rate.
® False positive rate (FPR) se také nazyva false alarm rate nebo type | error rate.
® False negative rate (FNR) se také nazyva miss rate nebo type Il error rate.
® True negative rate (TNR) se také nazyva specificita nebo selektivita.
Krom& toho se nékdy pouZivaji i odhady obracenych pravd&podobnosti P(Y = y|¥ = §).

Konkrétné predevsim precision nebo také positive predictive value, coz je odhad
P(Y =1V = 1):
PPV = 'I:P.
Ny
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Vv

Nepouzivangjsi evaluaéni miry binarni klasifikace

Podivejme se nyni na dvé dilezité evaluaéni miry, které mizZeme odvodit z matice zamén.

* Pfesnost - odhad P(Y =Y):

AcC = TP TN

N
Jedna se o suveréné nejpouzivanégjsi miru.

® Pfesnost neni pfilis vhodnd, pro nevybalancované datasety, kde P(Y = 1) nebo
P(Y = 0) je velmi malé. V takovém pfipadé bude presnost vysoka, jakmile model
zvladdne spravné predikovat majoritni tfidu.

* F1 score - harmonicky priimér precision P(Y = 1|V = 1) a recall P(Y = 1Y = 1)

2 PPV -TPR

F = = .
' 7 1/PPV+1/TPR ~ “PPV + TPR

Tato mira je uZitecnd pfedeviim pro nevybalancované datasety, kde P(Y = 1) je
velmi mala.
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Finalni predikce v binarni klasifikaci

® Podivejme se na dlohu binarni klasifikace, kdy model v bodé X odhaduje
pravdépodobnost p(X) = P(Y = 1| X).

® P¥i klasickém pFistupu (napf. v logistické regresi) se predikce Y ziskd porovnanim
této pravdépodobnosti s &islem 1/2

YV =15x)>05

tj. pokud je pravdépodobnost vétsi nez 0.5 predikujeme tfidu 1, v opacném pripadé
predikujeme tfidu 0.

® Tento zplsob znamena, ze predikujeme tfidu s vyssi pravdépodobnosti.

® Ve skutecnosti ale miizeme zobecnit toto rozhodovaci pravidlo zavedenim nového
hyperparametru 7 € [0, 1] a modifikaci predikce tak, ze

¥, = V() = Lyoor.

® Plati tedy ¥ = Yy.5.

® Pro kazdou hodnotu 7 ziskdme trochu jiné predikce. Vzdy ale plati, ze pokud
Y, =0, potom uréité¢ Y,» = 0 pro kazdé 7’ > .

® V kazdém konkrétnim bodé X tudiz plati, ze predikce Y, v zavislosti na rostouci
hodnoté 7 za¢ind na 1 pro 7 = 0 (kromé& malo astého pfipadu p(X) = 0) a poté v
néjaké konkrétni hodnoté 7 € (0, 1) preskoéi do 0 a tam zlstane az do 7 = 1.

BI-ML1.21 prednéika 4 26 / 28



BI-ML1.21 prednaska 4

Evaluace modelt Vyhodnocovaci scénare Kfizova validace Evaluace regrese Evaluace klasifikace
0000000 00000 00000 [o]e] 0000080

ROC kfivka

® Podivejme se nyni na chovani true positive rate (TPR) a false positive rate (FPR)
v zavislosti na 7.

® 7 predchoziho slajdu plyne, Ze jsou obé neklesajici funkce od 7.

® Graf TPR: versus FPR jakozto implicitni funkce 7 se nazyva receiver operating
characteristic nebo také ROC kf¥ivka.

ROC kfivka
1.0 g
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/’/
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@ /’
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’
e
0.24 id
PR —— ROC kiivka
,/’ == nshodné predikce
0.0 T T T T
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False Positive Rate
® Pro dobry model, bude graf strmé stoupat k levému hornimu rohu a poté jiz jen
velmi pomalu stoupat do pravého horniho rohu, kde musi kondit.

® P¥imka na diagonale odpovidad ndhodné predikci, kdy TPR7T = FPR, pro kazdé .
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® Kvalita modelu, pro ktery mame ROC kfivku se obvykle vyhodnocuje jednim

&islem, které znamena plochu pod kfivkou (angl. area under curve) a znad
se AUC.

.
|

® Model s ndhodnymi predikcemi bude mit plochu pod kivkou 0.5.

e AUC dokonalého modelu bude rovno 1.

® Obvykle ma vétsina modeld AUC mezi 0.5 a 1.

BI-ML1.21 prednaska 4
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Co bude v dnesni prednasce

Predstaveni modelu linearni regrese

Uvod do problematiky hledani extrémii funkce vice proménnych

Odhad parametri linedrniho modelu pomoci metody nejmensich Ctverci

Diskuse vysledki
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Motivaéni priklad

® Chceme prodat nemovitost (feknéme v Praze) a netusime, za kolik ji mame
potencialnim zajemclim nabidnout.

® Zaroven si nechceme platit zadného ,realitniho® odbornika, ktery by ndm se
stanovenim ceny poradil.
® Zkusime tedy udélat vlastni priizkum realitniho trhu a vytvofit model, ktery
nam pomiize cenu stanovit.
® NapiSeme skript, ktery stdhne data z realitnich server( a ulozi je v néjaké
strukturované podobé (idealné tabulce & vice tabulkéch).
® Pro jednoduchost uvazujme, ze budeme znat u kazdé nabidky toto:
» Y — cenu, za kterou se prodéva,
> X, — uzitnou plochu,
> X5 — pocdet mistnosti,
» X3 — vzdalenost od nejblizsi zastavky metra.
® Jako vysvétlovanou proménnou Y jsme oznacili veli¢inu, kterou pro nasi
nemovitost nezndme a chceme ji predikovat.

® Priznaky X7, ... X3 oznacuji veliCiny, které pro nasi nemovitost zname a
o kterych véfime, Ze cenu Y ovliviuji.
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Formalizace tlohy

Obecné tedy chceme na zdkladé p pfiznakid X1, ..., X, predikovat hodnotu
vysvétlované proménné Y.

V modelu linearni regrese predpokladame lineadrni zavislost vysvétlované proménné
na hodnotach priznakd.

Jelikoz nedoufame, ze tato zavislost je perfektni v tom smyslu, Ze pro stejné
hodnoty x1,...,x, pfiznakd X1,..., X, dostaneme vzdy stejnou hodnotu
vysvétlované proménné Y, modelujeme tuto zavislost nasledovné:

Y =wiz1 + ...+ wpzy + €,

kde wy,...,w), jsou néjaké neznamé koeficienty a € je ndhodna veligina.
Poznamky:

® Veli¢ina € odpovida Casti Y, kterd je nevysvétlitelnd pomoci hodnot priznaki
a je tedy z naseho pohledu nihodna.

® Do nahodné veliCiny € se tak ,schovaji* vlivy, které nezname nebo cilené
nezahrnujeme do naseho modelu (napf. sta¥i budovy, pocet koupelen, pocet
oken) ale napf. i chyby, nekonzistence dat a jiné podivnosti v méFeni priznaka.

BI-ML1.21 prednaéka 5 4 /20



Zaklady linearni regrese Extrémy funkce vice proménnych Metoda nejmensich &tverch Zavéregné poznamky
00@0000 00000 00000 o]

Model linearni regrese

Obvykle jesté oddélujeme stfedni hodnotu ndhodnych vlivii a dostavame tak:

Model linearni regrese

Hodnota vysvétlované proménné Y v bodé (x4, ...

Y =wo +wizq + ...+ wpmp + €,

kde Ee = 0.

e Koeficient wp se nazyva intercept a odpovida (ocekavané) vychozi hodnoté
Y pti nulovych pfiznacich.

® Zavedeme-li novy konstantni ptiznak Xg = xg = 1 a vektorové znaceni

T T
z=(x0,T1,...,2p)" a w=(wo,wr,...,wp)",
mizeme zkracené psat
Y =wla+e.
® Vektor w = (wp, w1, ... ,wp)T koeficientl také nékdy nazyvame vektor vah.
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Predikce v modelu linearni regrese

Predpokladejme nyni, ze uz mame odhad @ vektoru koeficientli w.

Hodnotu Y v konkrétnim bodé x predikujeme vztahem

Y =w’x =g+ iz + ... Dpz,.
Skutecna hodnota Y v bodé x je pfitom uréena vztahem
Y =wlae+e

a je tedy nahodnou velic¢inou.

Z predpokladu E& = 0 plyne, ze
EY =wlx

aY je tedy vlastné bodovym odhadem stfedni hodnoty EY v bodé x.
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Vizualizace modelu linearni regrese

20 1

10

0 T T T T T T
0 2 4 6 8 10

Modré body jsou body trénovaci mnoziny. Cervené body jsou predikce. Modré k¥izky
odpovidaji stfednim hodnotdm bodu trénovaci mnoziny, (z;, EY;). Modra erchovana
¢ara je skute&na regresni p¥imka dana rovnici y = w”a a &ervena &ara je pfimka
§ = @7 x uréujici nade predikce.
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Méreni chybovosti predikce pomoci ztratové funkce

ZaméFfme se nyni na problematiku odhadu vektoru parametrii modelu w.

Nasledujici tvahy jsou obecné platné pro supervizované uceni néjakého modelu
S parametry.

® Nasim cilem je najit takovou hodnotu w, aby chyba modelu byla co nejmensi.

Tuto hodnotu pak pouzijeme jako odhad .

® K tomu musime specifikovat, co se mysli chybou modelu a v jakém smyslu
ma byt nejmensi.

Chybu modelu nejc¢astéji méfime pomoci néjaké nezaporné funkce
L : R? — R, nazyvané ztratova funkce (angl. loss function), kterou
aplikujeme na skute¢nou hodnotou proménné Y a odpovidajici predikci Y.

Obvyklou volbou v pfipadé spojité vysvétlované veli¢iny byva kvadraticka
ztratova funkce,

A

LY,¥) = (Y - V)
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Metoda nejmensich ctvercl

® Velikost chyby modelu v bodé z je tedy L(Y,Y), kde Y je skute¢na hodnota
vysvétlované Y v bodé x a ¥ = w”x je predikce v bodé .

e Otazkou je, v jakém bodé = bychom méli hodnotu L(Y,Y") vyhodnocovat a
nasledné minimalizovat vzhledem k w.

® 7fejmé to musi byt bod x z trénovaci mnoziny, protoze jinak bychom neznali
skutecnou hodnotu Y v tomto bodé.

® Abychom co nejvic vyuzili trénovaci data, budeme minimalizovat soucet chyb
pres viechny body trénovaci mnoziny, tj. pfes viechny dvojice (x;,Y;) pro
i=1,...,N.

® Soucet chyb pres vSechny tyto body pro kvadratickou ztratovou funkci je

N
RSS(w ZL Y, wla;) = Z(Yi —wlax;)?
i=1
a nazyvame ho rezidualni soucet Etverci (angl. residual sum of squares).

® Minimalizaci tohoto vyrazu ziskdme odhad w. Tento postup se nazyva
metoda nejmensich ¢tverci (angl. the method of least squares).
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Parcialni derivace

Protoze w je vektor, minimalizace RSS(w) spada do problematiky minimalizace
funkce vice proménnych.

Jak si nyni ukazeme, postupuje se analogicky jako v pfipadé funkce jedné
proménné.

Definice
Bud f: R? — R funkce d proménnych. Parcialni derivaci funkce f(z1,...,2q)
podle proménné z; v bodé a = (ay,...,aq) € R? definujeme jako derivaci funkce
g(xz;) = flay,...,a;—1,2;,aix1 - .. ,aq) v bodé a; a znaéime
0
0y, f(a) nebo ai (a).

Oznacenim 0,, f nebo % pak myslime funkci, kterd kazdému bodu, kde je
kone¢na, priradi hodnotu parcialni derivace podle z; v tomto bodé.

Parcialni derivace je stejna jako ta ,obyCejnd", akorat ostatni proménné bereme
jako konstanty.

Plati napt. 9, (z 4+ y) = 1 nebo 9, sin(y + zy) = (1 + z) cos(y + zy).
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Gradient funkce

Definice

Bud f : R? — R funkce d proménnych, kterd ma v bodé a € R kone¢né véechny
parcialni derivace. Gradient funkce f v bodé a definujeme jako vektor

Vi@ = (3@ g (@),

Oznacenim V f pak myslime gradient funkce jakoZto zobrazenf, které kazdému
bodu, kde to Ize, pritadi gradient v tomto bodé.

’

Gradient v bodé je tedy vektor z R¢, jehoz slozky jsou jednotlivé parcidlni derivace.

Uvazujme funkci f(z,y) = 2% + y2, kterd odpovid4 parabolické jamé& s minimem v
pocatku 0. Plati V f = (2z, 2y).

vvvvvv

daném bodé. Z toho mimo jiné plyne, Ze je gradient vzdy kolmy na vrstevnici
prochézejici danym bodem.

17a dodateéného predpokladu spojitosti véech jeho slozek na okoli daného bodu.
BI-ML1.21 predndéka 5 11 /20



Zaklady linearni regrese Extrémy funkce vice proménnych Metoda nejmensich &tverch Zavéregné poznamky
0000000 [e]e] lele} 00000 o]

Vizualizace gradientu
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Hessova matice

Analogicky k jednorozmérnému pripadu plati, Ze ma-li funkce v néjakém bodé
lokalni extrém a gradient zde existuje, musi byt nulovy.

K ziskani postacujici podminky ndm jesté zbyva sestrojit analog druhé derivace.
Definice

Bud f: R¢ — R funkce d proménnych. Hessovu matici funkce f v bodé a € R?
definujeme jako

9% f 8% f

92 (@ - mes (@)
Hf (a) = . . 9

8% f 9% f

d

kde %(a) = (82:1- (aajj))(a) zna&i druhou parcialni derivaci podle z; a z;.

Je to tedy matice druhych parcialnich derivaci podle vSech proménnych.
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Postacujici podminka pro existenci lokalniho extrému

Bud f : R* — R funkce d proménnych a bod =* € R? takovy, 7e Vf(z*) =0 a f ma
spojité vsechny druhé parcialni derivace na néjakém okoli bodu x*.

® Jestlize

sTHy(z*)s >0, prokazdé seR% s+#0,
nabyva funkce f v bodé x* ostrého lokdlniho minima.
® Jestlize pro kazdé x z néjakého okoli bodu x*
sTHf(a:)s >0, prokazdé seR?,

nabyva funkce f v bodé x* neostrého lokdlniho minima.

Tyto vlastnosti se nazyvaji pozitivni definitnost resp. pozitivni semi-definitnost
Hessovy matice Hy v bodé =™ resp. z.

Pro funkci f(z,y) = 2> + 3> je FeSenim Vf = (22,2y) = 0 bod * = 0 a Hessova

matice je
«_ [2 0
Hf(x )— (0 2> =2I.

Protoze s72Is = 257's = 2||s||”> > 0 pro kazdé s # 0, nastévé v bodé =* = 0 ostré
lokalni minimum. To pro nas paraboloid skutec¢né plati.
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Prepis modelu trénovacich dat
Nez aplikujeme predchozi metodu na minimalizaci RSS, prepisme si celkovy model
pro nase trénovaci data do maticového tvaru.

Trénovaci data povazujeme za ndhodny vybér z uvazovaného linedrniho modelu
provedeny v rliznych bodech x1,...,xxN.

Méame tedy N parii (Y5, x;), kde YV; = wlx; +¢;.

Zavedme nahodné vektory Y = (Y1,...,Yn)T, e = (e1,...,en)T a body

Z1,...,x N zapidme v Fadcich do matice X € RV:-P+1,
T
T L oz w12 0 Ty
X = : =
T
TN I zng 2Nz 0 TNy

P¥i tomto znaceni mizeme celkovy model trénovaci mnoziny zapsat jako
Y =Xw+e¢,
kde Ee = (E&‘l,. . .,EEN)T =0.
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Minimalizace RSS (1/3)

RSS mizeme vyjadFit jako
N
RSS(w) = > (Vi —w”'z)? = ||Y — Xw|*.
i=1
Aplikujme predchozi teorii na minimalizaci RSS(w). Zaéneme parcidlnimi
derivacemi podle wy, ..., wp,

ORSS
ij = ZQ(Yz —w' @) (—zi;)
=1
Pro gradient tedy dostavame
N
VRSS = - > 2(Y; — w'z))z; = -2X" (Y - Xw).
=1

PoloZime-li V RSS = 0, ziskdme tzv. normalni rovnici (angl. normal equation),
X'y - XTXw = 0.

BI-ML1.21 predniéka 5 16 / 20



Zaklady linearni regrese Extrémy funkce vice proménnych Metoda nejmensich &tverch Zavéregné poznamky
0000000 00000 [e]e] lele} [e]

Minimalizace RSS (2/3)
P¥i vypoltu Hessovy matice pouzijeme
02RSS o

- - 2(=25.1) (=i ).

awkaw] Zz:; ( x,k)( m,])
Hessova matice je tedy
Hpgs(w) = 2X7X

bez ohledu na konkrétni hodnotu w.

Déle pro kazdé s € RPH! plati

sT(XTX)s = (Xs)T(Xs) = | Xs|? > 0.

Hessova matice Hrgg(w) je tedy vzdy pozitivné semi-definitni.

Podle predchozi véty proto nastava neostré lokalni minimum v jakémkoliv bodé w,
ktery Fesi normalni rovnici

XTy - XTXw = 0.
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Minimalizace RSS (3/3)

Predpokladejme nyni, ze XX je regularni matice.
Normalni rovnice
XY -X"TXw=0 & X'Xw=X"Y
mé potom jednoznacné Feseni
wors = (XTX)" !XTy,
kde znaceni vychazi z anglického nazvu ordinary least squares solution.

Pro matici X a libovolny vektor s € RP*! snadno vidime Fetéz implikaci
Xs=0 = X"Xs=0 = s"X"Xs=0 = |Xs|°=0 = Xs=0.

Z regularity X7 X tedy plyne, Ze pro nenulové s nikdy nemiize platit
sT(XTX)s = 0, a tedy Hessova matice je pozitivné definitni.
To znamen3, ze WwoLs je bodem ostrého lokalntho minima.

Jak uvidime pozdéji, v tomto bodé RSS nabyvé dokonce globalniho minima.
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Shrnuti metody nejmensich &tverci

® Model pro vysvétlovanou proménnou Y v bodé x je Y = w’x + ¢.
® Model pro trénovaci mnozinu je Y = Xw + €.

® P¥i trénovani minimalizujeme residualni soucet Ctvercl

N
RSS(w) = > (Vi —w’;)? = |Y — Xw|.

i=1

e Za predpokladu, Ze je matice X7 X regularni, existuje jediné fesen{
minimalizujici RSS(w),

ors = (XTX) XY

Predikce Y v bod& x je potom

V = wd sz = xTdos = 27 (XTX)'XTY.
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Rizné poznamky

® |inearni regrese je krasnym prikladem diskriminativni metody, kdy pfimo
odhadujeme P(Y|X = x). Resp. ptimo E(Y|X = z).

® Linearni regrese je ve vztahu ke problémim dimenzionality pomérné
rezistentni.

® Divodem je, Ze se jedna o parametrickou metodu. V idedlnim pripadé nam
tedy pro p pfiznakl +1 intercept mize k urceni pfesného modelu stacit
presné p + 1 bodd trénovaci mnoziny.

® Problémy nastavaji, kdyZ jsou v dlsledku malé trénovaci mnoziny nebo
Spatnych priznakd, které jsou napf. silné korelované, sloupce matice X (skoro)
linedrné zavislé.

® Potom jiz nelze snadno provést inverzi matice XX a pripadné je numericky
nestabilni.

® V disledku se tento problém typicky projevi preu¢enim modelu, které
znamena, ze se model prilis prizplisobi trénovaci mnoziné a nebude schopen
dobre predikovat nové body.
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Co bude v dnesni prednasce

® Pripomenuti linearni regrese

® Geometricka interpretace metody nejmensich Ctverci

® Problém linearné zavislych sloupci
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Regularita versus linedrni nezavislost
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Linedrni model
® Model pro vysvétlovanou proménnou Y v bodé x je
T _ T _
Y=wzte=z wt+e=wo+wxs+...wpTp +e¢.

® Model pro trénovaci mnozinu tvorenou N pary (Y;, ;) je V; = zlw +¢;.

® Dohromady pfi znaeni z; = (1,21, ...,%ip) T tedy
Y; 1 z10 712 T1p wo €1
N B +
YN 1 IN;1 TN;2 TN;p Wp EN
® Toto zapisujeme maticové jako Y = Xw + €, kde
T
Ty 1 x4 T1p Y, €1
X=|:|=|: + | v=]:] e=
T
T 1 ITN;1 TN;p YN EN

® NaméFené hodnoty jednotlivych ptiznakld X;,..., X, spolu s pfidanym
umélym priznakem Xy = 1 jsou tedy uvedeny ve sloupcich matice X.
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Geometrické interpretace metody nejmensich &tverct Regularita versus linedrni nezavislost Problém kolinearity
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Metoda nejmensich ctvercl

® P¥i trénovani minimalizujeme residudini soucet Ctvercl

N
RSS(w) = (¥ — 2w)’ = [|¥ - Xw|*.

i=1

® Minimum je urceno feSenim normalni rovnice
X'y - XTXw =0,
kterd odpovidd podmince V RSS(w) = 0.

e Za predpokladu, Ze je matice X7 X regularni, existuje jediné fedeni
minimalizujici RSS(w),

ors = (XTX) Xy

® Predikce v bodé x je potom Y = xToLs.
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Geometrické interpretace metody nejmensich &tverct Regularita versus linedrni nezavislost Problém kolinearity
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Geometricka interpretace metody nejmensich Ctverct (1/3)
* Minimalizace RSS(w) = ||Y — Xw)||® je ekvivalentni minimalizaci
Y — Xwl|.

® To znamend, ze pro optimalni w je Eukleidovska vzdalenost bodi Y a Xw v
prostoru RY nejmensi mozna.

® Oznacime-li i-ty sloupec matice X jako X,;, mizeme si vSimnout, ze

Xw = woXeg + w1 Xe1 + ...+ ’LUpX.p.

® Vektor Xw je linedrni kombinaci sloupcii matice X s koeficienty wy, ..., w,.

® Lezi tedy v linedrnim podprostoru prostoru RY, ktery je linearnim obalem
p + 1 sloupci Xe0, ..., Xep.

® Pro rizné hodnoty w pak vektor Xw cely tento podprostor pokryva, tj.

(Xa0, ..., Xap) = {Xw | w € RPH}.
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Geometrické interpretace metody nejmensich &tverct Regularita versus linedrni nezavislost Problém kolinearity
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Geometricka interpretace metody nejmensich Ctverci (2/3)

® Chceme-li minimalizovat vzdalenost Y a Xw, hleddme bod Xw v
podprostoru sloupcl matice X, ktery je k Y nejblize.

® Bod Xw je k bodu Y nejbliZe, jestlize je vektor Y — Xw na ten podprostor

kolmy (modry vektor na obrazku).
Y

RN

BI-ML1.21 prednéika 6 6 /15



Geometrické interpretace metody nejmensich &tverct Regularita versus linedrni nezavislost Problém kolinearity
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Geometricka interpretace metody nejmensich Ctverci (3/3)
® Bod Xw je k bodu Y nejbliZe, jestlize je vektor Y — Xw na ten podprostor
kolmy.
® To znameng, zZe je kolmy na v3echny vektory X, ..., X,,, které ho generuji:

(Xei))T(Y —Xw) =0 pro véechny i=0,...,p.

® To lze maticové zapsat jako

XT(Y —Xw) =0 atedy XTY - XTXw =0.

® Ziskali jsme tim starou zndmou normalni rovnici a tedy stejné Feseni.

® 7 vySe uvedenych geometrickych tvah navic plyne, Ze pro jakékoliv feSeni w
normalni rovnice je ||Y — Xwl||, a tedy i RSS(w), nejmensi mozné.

® Jakékoliv feSeni normalni rovnice tedy dava globalni minimum.
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Regularita versus linedrni nezavislost Problém kolinearity
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Geometrické interpretace metody nejmensich &tverct
@000

00000

Regularita versus linearni nezavislost sloupcti (1/3)
Normalni rovnice ma jednoznaéné Fedeni, pokud je X7 X regularni.
Pojdme si odvodit, jak to souvisi s linearni nezavislosti sloupci matice X.
Je-li X,; i-ty sloupec matice X, plati, ze vektor
XS = 80X.0 —+ 81X.1 + ...+ SpX.p
je linedrni kombinaci sloupci matice X s koeficienty danymi slozkami s.
Matice X ma linedrné nezavislé sloupce, pravé kdyz je Xs = 0 pouze pro

s=0.
Obecné pro matici X a libovolny vektor s € RPT! plati

Xs=0 = X"Xs=0 = s"X"Xs=0 = |Xs|°=0 = Xs=0

Z toho plyne, Ze je XT'X je regularni, pravé kdyz jsou sloupce matice X
linedrné nezavislé.

8 /15
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Geometrické interpretace metody nejmensich &tverct Regularita versus linedrni nezavislost Problém kolinearity
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Regularita versus linedrni nezavislost sloupcti (2/3)

® Problém zcela urcité nastava, pokud N < p+ 1. Pak totiz v N rozmérném
prostoru R nemiiZe existovat p + 1 linearné nezavislych vektor( a tak ani
sloupce X, . .., Xep matice X nemohou byt linedrné nezavislé.

® | vsituaci N > p + 1 se ale mize stat, ze sloupce X, ..., X, nebudou
linearné nezavislé.

® Mdze to byt napriklad tim, Ze pfimo jednotlivé ptiznaky jsou linedrné zavislé a
tedy jeden z nich je linedrni kombinaci ostatnich.

® \/ takovém pfipadé nepomiize ani libovolné vysoké N a sloupce matice X
budou linearné zavislé vzdy.
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Geometrické interpretace metody nejmensich &tverct Regularita versus linedrni nezavislost Problém kolinearity
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Regularita versus linearni nezavislost sloupcti (3/3)

® Podivejme se, co to znamend pro Feeni dlohy minimalizace RSS(w).

e Normalni rovnice XTY — X7Xw = 0 je z pohledu slozek vektoru w
soustava p + 1 linearnich rovnic o p + 1 neznamych.

® Tato soustava mé vzdy alespon jedno feseni. Pokud jsou sloupce matice X
linedrné nezavislé, je X7 X regularni, fedeni je pravé jedno a to

dors = (XTX) X7y
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Geometrické interpretace metody nejmensich &tverct Regularita versus linedrni nezavislost Problém kolinearity
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Regularita versus linedrni nezavislost sloupcti (4/4)

® \/ opacném pripadé existuje nekone¢né mnoho feseni tak, ze pro kazdé dvé
fedeni w a w’ plati X7 X (w — w') = 0.

® To, jak vime z pfedchozich dvah, implikuje X(w — w’) = 0.

® Pro kazdou dvojici feSeni tedy plati

RSS(w) = |Y — Xw|* = |Y — Xw + Xw' — Xw'|
=Y = Xw' - X(w — w')||° = ||Y — Xw'||* = RSS(w’).

® Vsechny Feseni tudiz odpovidaji stejné hodnoté RSS, ktera je, jak jsme jiz
zminili, globalnim minimem, které je v tomto pFipadé neostré.
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00000 0000 @000

Reseni pri linearni zavislych sloupcich

e Otazkou je, jak n&jaké YeSeni ziskat, kdyZ nemiizeme invertovat matici X7X
a nasledné& pouzit vzoretek (XTX) 1XTY.

® Funkce LinearRegression z bali¢ku scikit-learn si s takovymi pripady
(vétSinou) poradi a fedeni vrati.!

® Pokud XTX neni regularni, vrati (v rdmci numerickych moZnosti) takovy
vektor w, ktery feSi normalni rovnici a zaroven ma mezi vsemi resenimi
nejmensi normu ||w||.

® Jen pro zajimavost uvedme, Ze toto feSeni Ize zapsat ve tvaru
w=(XTX)"X"Y,

kde (XTX)™ je takzvand Moorova-Penroseova pseudoinverzni matice
k matici X7X.

1Jen pro zajimavost uvedme, e uvnit¥ se vyuZiva funkce dgelsd z knihovny LAPACK.
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Geometrické interpretace metody nejmensich &tverct Regularita versus linedrni nezavislost Problém kolinearity
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Problém kolinearity

® Problémem nejsou pouze pripady, kdy jsou sloupce matice X linearné zavislé,
ale Gplné staci, kdyz jsou ,skoro” linedrné zavislé.

® V obou téchto p¥ipadech mluvime o problému kolinearity (angl. collinearity).

® Myslime tim tedy, ze existuji linearni kombinace sloupcii, které davaji témér
nulové vektory, zatimco jiné linedrni kombinace vraci mnohem vétsi vektory, tj.

[Xul > [[Xv[]| =0 prongjaké [[ul| = o] = 1.

e \/ takovém ptipadé sice inverze XTX teoreticky existuje, ale prakticky je jeji
vypocet numericky problematicky.

® Pfedevsim - a to je to hlavni jadro problému - je ziskany odhad
wors = (XTX)I1XTY velmi citlivy na malé nevhodné zmény Y.
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Geometrické interpretace metody nejmensich &tverct Regularita versus linedrni nezavislost Problém kolinearity
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Disledky kolinearity

® Predevsim - a to je to hlavni jadro problému - je ziskany odhad
wors = (XTX)"1XTY velmi citlivy na malé nevhodné zmény Y nebo X.

® To znamen3, Ze kdybychom nahodny vybér trénovaci mnoziny zopakovali,
muze se hodnota odhadu woLs radikalné zménit.

® 7 pravdépodobnostniho pohledu Ize ukazat, Ze WwoLs ma potom v jistych
smérech velky rozptyl.

® Toto se pochopitelné pfenasi i na predikce Y, které pak maji v nékterych
bodech velky rozptyl, coz znamen3, Ze jim nemUzeme piilis diivérovat.
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Geometrické interpretace metody nejmensich &tverct Regularita versus linedrni nezavislost Problém kolinearity
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Resen{ problému kolinearity
Pokud narazime na problém kolinearity, mame v zasadé t¥i moznosti:
® Prigenerovat dalSi data nebo odebrat existujici a doufat, ze se problém vyfesi.

To se ale nestane, pokud jsou samotné pfiznaky (skoro) linedrné zavislé.

® Snizit pocet pfiznakl. To znamend vyhozeni nékterych pfiznakd, pripadné
nahrazeni ptiznakd menSim poctem novych, které jiz nebudou linedrné zavislé.

Jednou z metod redukce poCtu priznaki, kdy ty existujici nahrazujeme
mensim poctem jejich linedrnich kombinaci, se budeme zabyvat v priStim
semestru.

® Zménit funkci, kterou minimalizujeme, abychom méli jednoznacné a stabilni
feseni.

Typicky provedeme tak zvanou regularizaci, kdy k RSS pfiddme regularizacni
Clen, ktery problémy kolinearity odstrani nebo alespon dostate¢né zmirni.
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Hfebenova regrese Vztah vychyleni a rozptylu Modely bézovych funkei Statistické vlastnosti linearni regrese
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Hrebenova regrese - Gvod

Hiebenova regrese (angl. ridge regression) [Hoerl, Kennard (1970)] nebo taky
Lo regularizace se k problému kolinearity stavi zavedenim penalizacniho ¢lenu
tmérného kvadratu normy vektoru koeficientl w s vynechanim interceptu.

Minimalizujeme tedy regularizovany rezidudlni soucet Etverci
P

RSSx(w) = [V — Xwl* + 2 w?,

i=1
ktery zavisi na parametru A > 0.

® Pro A = 0 dostavame RSSy(w) = RSS(w) a mame tedy obycejnou metodu
nejmensich Ctvercl.

® Pro A > 0 je vidét, Ze v minimu se bude cilit na takové vektory w, které maji
co nejmensi slozky.

® Hodnotu wy interceptu nijak nepenalizujeme. Jedna se pouze o vertikalni
posun, ktery zajistuje predpoklad E& = 0 modelu a je tedy vhodné ho
neomezovat.

e Stale plati, Ze model pro Y v bodé = je Y = wg + wiz1 + ... wpzp + €.
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Hrebenova regrese - normalni rovnice
Zavedeme-li matici

, i
I'= : S € RPTHPT

mizZeme psat

p
RSSx(w) = Y = Xuwl[* + XD w? = ¥ — Xuwl|* + dw'Tw.

i=1

Gradient je
VRSSy(w) = —2X7(Y — Xw) + 2AT'w.

Ekvivalent normalni rovnice je tedy

XTY — XTXw — \'w = 0.
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Hrebenova regrese - odhad parametri

Hessova matice je dale

Hpss, (w) = 2X7X + 20T’ = 2(X"X + AT').
Pro kazdé s € RPT1, s £ 0 a A > 0 plati

p
sT(XTX +AI')s = (Xs)" (Xs) + As"T's = [ Xs|* + A " s? >0,
i=1
protoze pro s = (89,0,...,0)T # 0 méme Xs = (s¢,...,50)T #0.

Hessova matice je tedy pozitivné definitni a matice X7 X + AI’ je regularni.
Pro A > 0 tak vzdy existuje jednoznacné feSeni normalni rovnice
Wy = (XTX + A1) XTY
a odpovida globalnimu minimu RSS,.
Predikce v bodé x je potom opét Y = 2Tw,.
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Ocekéavana chyba modelu

V modelu pro trénovaci mnozinu, Y = Xw + €, je € ndhodny vektor, pro ktery
predpoklddame Ee = 0.

Z toho plyne, ze i Y je ndhodny vektor a tedy i odhad vektoru parametri
Wy = (XTX + A\I')"1XTY je nahodny vektor.

UvaZzujme nyni n&jaky pevny bod = = (1,z1,...,2,) € RP*! a zkoumejme
ocekavanou chybu méfenou pomocn kvadratlcke ztratové funkce pfi predikci
Y = 27w + £ pomoci Y =27 wWy.

Budeme predpokladat nezavislost trénovacich a testovacich dat, tj. nezavislost Y’
a Y, a v disledku tedy nezavislost Y a Y.

Z toho plyne
E(Y -EY)[EY -Y))=E(Y(EY) - (YY) - (EY)* + (EY)Y)

(EY)2—E(YY) - (EY)?4+EYEY
= —E(YY)+EYEY =0.
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Rozklad ocekavané chyby modelu

Pro olekavanou chybu tedy plati

ELY,Y)=EY -Y)?=E(Y —EY +EY —Y)?
(Y —EY)?4+2E((Y ~EY)(EY —Y)) + E(Y —EY)?
(Y —EY)2+E(Y —-EY)%

|
= o

Oznaéime-li var Y = vare = o2 dostavame

ELY,Y)=0>+E(Y —-EY)2
Prvni ¢len odpovida neodstranitelné chybé, ktera je ddna nahodnosti v modelu.
Tato chyba se nazyvéd Bayesovské (Bayes error).

Druhy clen se znadf MSE()A/) a nazyva stredni kvadratickd chyba odhadu Y
parametru EY (angl. mean squared error).
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Rozklad ocekavané chyby modelu

Pro MSE(Y) dale plati:

MSE(Y)=E(Y —EY)?=E(EY -EY +Y —EY)?
—EEY —-EY)?4+EY —EY)24+2E(Y —EY)(EY —EY)
EY —EY)’4+EY -EY)?+2.0-(EY —EY)

EY —EY)? 4 varY = (biasY)? + var Y,

—~~

—~

kde biasY = EY — EY zna&i vychyleni odhadu (angl. bias).

Dohromady tedy mame finalni dekompozici oCekdvané chyby jako

EL(Y,Y) = 6 + (bias V)% + var Y.

Ocekavana chyba modelu je tedy sou¢tem neodstranitelné chyby, kvadratu
vychyleni odhadu a rozptylu odhadu.
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Vztah vychyleni a rozptylu
U h¥ebenové regrese Ize ukazat, Ze (hodné zjednodusené) plati
ey 1 2 . 1 N2
(blaSY) ~ (1 — m) a varyY ~ (m) .

To znamen4, Ze s rostoucim A vychyleni roste a rozptyl klesa. Takovéto chovani v

zavislosti na hyperparametrech modelu je typické a nazyva se bias-variance
tradeoft.

Nejmensi Etverce

Optimalni A A
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Rizné poznamky

® Hledame tedy optimalni hodnotu parametru A, pro kterou je chyba modelu
nejmensi.
® Obvykle se snazime minimalizovat odhad MSE validaéni mnoziny dat
pripadné odhad MSE pomoci cross-validace. Odhad MSE se pro validaéni
mnozinu (Y;, x;) velikosti n pocita jako
n

1 T .
MSE = - Z (Y — 2T wy)%
i=1
® P¥i pouziti hiebenové regrese byva obvyklé nejprve jednotlivé priznaky
standardizovat, aby se staly rozsahové porovnatelné a tedy, aby byly
penalizovany vSechny stejné. Tj. misto ptiznaku X; pouzijeme ptiznak

> N N
X{:Lz)(i7 kde z_: 2, Z;c”— 52

%,

Z\H

* Existuji i dalsf moZnosti regularizace jako napt. A7, |w;| (Lasso).
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Modely bazovych funkei (1/2)

® Doposud jsme uvazovali pouze jednoduchy linedrni model ve tvaru
Y =alw+e.

® Principialné jsme tak schopni modelovat pouze linearni funkci ve vstupnich
proménnych. Ukazme si, jak rozsitit nase moznosti za obzor linearity.

e Zakladni rozsiteni spocivd v nahrazeni plavodnich pfiznaki jejich
transformovanymi variantami.

® Pro M € N vezméme M funkci ¢1,...,0n z RP do R reprezentujicich
transformace X a nazvéme je bazové funkce (angl. basis functions).

® K témto funkcim pfiddme ¢g(x) = 1 a poskldddme je do vektorové funkce
@ : RP — RM+1 yztahem () = (1, 01(x), ..., om(x))T.

® Jako model vztahu Y a x budeme uvazovat linedrni model
M

Y =3 wipi(@) +c = p(@) w +e,
=0

® Dalsi postup je nyni zcela analogicky jako pred tim.
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Statistické vlastnosti linearni regrese

Modely bézovych funkei
oo

Hfebenova regrese Vztah vychyleni a rozptylu
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Modely bazovych funkei (2/2)

® Méjme tedy trénovaci mnozinu jako ndhodny vybér z vyse uvedeného modelu

ureny N pary typu (Y;, x;).
® Maticové mizeme zapsat model pro trénovaci data jako Y = ®w + ¢, kde

p(x1)” 1 ¢i(xr) -+ dm(xr) Y, €1
o= - |=(: = o ly=| s ]e=]

pan)’) 1 aien) - oulan) Vi -
® Obecné budeme minimalizovat (pro A = 0 mdme metodu nejmensich Ctverci)
RSSy\(w) = ||Y — ®w|® + M Tw.
® Resenim je (pro A = 0 znadime také wors)
Wy = (8T® + A1) BTY.
® Predikce hodnoty Y v bodé x je potom uréena vztahem
Y = () .
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Bazové funkce

Mezi obvyklé volby bazovych funkci patfi:
® p(x) =x; — pfimo jednotlivé pFiznaky.
® o(x) =127, o(x) = xx, — mocniny priznaki a jejich riizné soudiny,

odpovida polynomialni regresi.

® o(x) = log(x;), /Ti,sin(x;) atd. — nelinedrni transformace jednotlivych
pfiznakd.

® o(x) = L(qp)(2:), kde 14(x) =1 pokud x € A a T 4(z) =0 pokud = ¢ A
— indikatory mnozin. Umoznuji rozdéleni prostoru priznakd na kousky a
nasledné modelovani v kazdém kousku zvlast.

® o(x) = h(]|x — x;||), kde x; je i-ty trénovaci bod a h je néjaka funkce -
tzv. radialni bazové funkce centrované v bodech trénovaci mnoziny.

Pokud nemame zadné specialni znalosti o systému, ktery modelujeme, typicky na
pocatku volime velké mnozstvi bazovych funkci a pouzivame h¥ebenovou regresi,
pripadné jinou formu regularizace.
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Nestrannost metody nejmensich ¢tverci

Jak jsme jiz zminili, odhad vektoru parametri Wy = (X7X)~!XTY je nahodny
vektor.

Je to tedy bodovy odhad vektoru parametrii w a je prikladem tzv. statistiky?.

Odhad wo, s ziskany metodou nejmensich Ctverci je za predpokladu Ee = 0
nestranny, tj. Edo;s = w.

Dikaz.
Z linearity stfedni hodnoty plyne:

EY =EXw + ¢) = Xw + Ee = Xw.
Dale plati:
Ewois = E (XTX)71 X"y = (XTX)71 X"EY
= (X™X) " X Xw = w. O

IFunkce od nihodného vybéru (v nasem p¥ipadé trénovaci mnoziny), viz BI-PST.
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Nestrannost metody nejmensich ¢tverci

Z nestrannosti odhadu vektoru parametrii wors = (X7 X)~!XTY déle plyne
nestrannost odhadu Y v bodé x.

K tomu je treba si uvédomit, ze pomoci Y = 2TdoLs se sice snazime predikovat
skute¢nou hodnotu Y, ale ze statistického pohledu se jednd o bodovy odhad
stredni hodnoty EY = 27w +Ee = 2”7 w.
Z predchozi véty tak plyne

EY = Ez"wos = 2T Edois =z w=EY
ay je tedy nestrannym odhadem EY'.
To samoziejmé znamena, ze

biasY =EY —EY =0,

t.j. vychylenf je 0.
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Co bude v dnesni prednasce

® Pfipomenuti problému klasifikace

Zakladni myslenka logistické regrese

Maximalné vérohodny odhad: myslenka

® \/ypoclet odhadu
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Uvodni poznamky

® Prestoze se metoda Logisticka regrese jmenuje tak, jak se jmenuje, je to
metoda uréend pro klasifikaci.

® Pro pripomenuti: V pfipadé klasifikace vysvétlovand proménnd Y mize
nabyvat jen nékolika malo hodnot.

°* My se omezime na binarni klasifikaci, kdy ma Y hodnotu bud 0 nebo 1.

® Rozdil mezi regresi (spojita vysvétlovand proménnd) a klasifikaci se projevuje
zejména v tom, jaky je tvar hledané zavislosti mezi ptiznaky X1, Xa,..., X, a
vysvétlovanou proménnou.

® Zatimco pro regresi mlize mit (ale ¢asto nemad) tato zavislost vztah

pfipominajici klasické funkce zndmé z analyzy, u funkci, jejichz obor hodnot je
dvouprvkova mnozina, se musi pouzit néjaky ,trik".
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Ptipomenuti znamych metod

Pfipomenme si metody, které uz znadme:

® Rozhodovaci stromy (zvladaji klasifikaci i regresi): Funkéni zavislost je
komplikovana a dana prichodem danym stromem. V piipadé regrese ma
vysledna funkce tvar po (velmi malych) ¢astech konstantni funkce.

® KNN (zvlada klasifikaci i regresi): Funkéni zavislost je opét velice
komplikovana a nemé Zadny explicitni tvar. Rozhodnuti o hodnoté Y je velice

su

Jlokalni

® Linearni regrese (jen pro regresi): Jedn4 se o parametrickou metodu, kde se
hleda zavislost v zadaném tvaru , linearni kombinace ptiznaki ™

Y = wo+wixy + -+ wpTp,

kde z; jsou néjaké konkrétni hodnoty priznaki X; a w; jsou neznamé
koeficienty.
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P¥iklad (rymicka)

® Uvazujme trochu modifikovany priklad , rymickového" prikladu z druhé
prednasky o stromech:
> Vysvétlovana proménna Y ma dvé hodnoty: Y =1 znadi,
rymic¢ku, Y = 0 znadi, ze ji nema.
> X je binarni pfiznak pohlavi (1 = Zena, 0 = muz).
> X5 je numericky pfiznak véku (v celych letech).
> X3 je teplota ve stupnich Celsia.

, ze ma dani osoba

® Souvislost logistické regrese a linearni regrese spociva v tom, Ze i u logistické
regrese se rozhodnuti konstruuje pomoci linedrni kombinace pfiznakd, tedy v
nasem pripadé vyrazu
Wo + wixr1 + waxs + w3xrs.

® Jak ale donutit tento vyraz, aby z ného padalo rozhodnuti o tom, jestli je
Y =1neboY =07
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Myslenka logistické regrese

® | ogisticka regrese stoji na triku, ktery z diskrétniho problému déla problém
spojity: Namisto hodnoty vysvétlované proménné Y € {0,1} se snazime
predikovat pravdépodobnost, Zze Y ma hodnotu 1, tj. &islo P(Y =1) z
intervalu [0, 1].

® Ptesnéji feCeno: hledadme funkéni predpis, ktery pro dané hodnoty x; priznaki
X; a dané hodnoty koeficientil w;, vrati &islo z intervalu [0, 1], které bude
odhadem pravdépodobnosti, ze dani osoba ma rymicku (Y = 1).

® Tuto ziskanou pravdépodobnost budeme znadit nasledovné:
PY =1|=z,w),
&imz je vyjadfeno to, Ze je zavisla na hodnotach pfiznakld @ = (1,21, 29, 23) a

koeficientl w = (wp, w1, wa, w3).

® Jelikoz soucet pravdépodobnosti, Ze nékdo mé a nema rymic¢ku musi byt

jedna, plati
PY=0|z,w)=1-PY =1|z,w)

a nam tedy opravdu staéf najit pouze model pro P(Y =1 | 2, w).
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Sigmoida

® Presli jsme tedy od funkce s oborem hodnot {0, 1} k funkci se spojitym
oborem hodnot [0, 1].

® Jak ale donutit linedrni vyraz
Wo + W1T1 + Wakz + W33,

aby neutekl z tohoto intervalu?

® Zde prichazi na fadu druhy trik: Cislo wo + w21 + wazs + wszs dosadime
do vhodné zvolené funkce, jejiz obor hodnot je podmnozZinou intervalu
[0,1]. Tim zajistime, Ze pro jakékoli hodnoty koeficientd i pfiznakli dostaneme
Cislo smysluplné vyjadfujici pravdépodobnost.

® Obvyklou volbou této funkce je sigmoida (angl. sigmoid function) (coz je
specialni pfipad logistické funkce):
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Sigmoida

Zakladni myslenka logistické regrese Uéeni modelu
00@0000 00000000000

Graf sigmoidy

f(x)

—

Metoda gradientniho vzestupu
[e]
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Sigmoida: vlastnosti

e” 1
f@)=—F—==77"="
1+e 1+e
® Defini¢nim oborem je celd mnozina R, za x tedy mizeme dosadit cokoli; my
budeme dosazovat ¢&islo wo + wiz1 + waxs + wsxs.

® Oborem hodnot je interval (0, 1), nikdy se ndm tedy nestane, Ze by
pravdépodobnost Y = 1 byla jedna (jisty jev) nebo nula (nemozny jev).

® Funkce je ostfe rostouci na R a tedy prosta. Inverzni funkci je

T

1 _
f (x)flnl_m

® Limity pro z — —o00 a  — +00 jsou 0 resp. 1, plati f(0) = 1 a funkce f(z)— 3 je
licha.
e Cislo f(x) bude pro nas pravdépodobnost jevu Y = 1, opaény jev Y = 0 tak bude

mit pravdépodobnost
1

1— f(x) = T e
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Jak to tedy bude celé fungovat?

® Uvazujme nas rymickovy priklad se tfemi pfiznaky. Z technickych divodd pridame
nulty pfiznak Xo, ktery bude mit vzdy hodnotu xo = 1 (viz pojem intercept z
minulych prednések).

® Predpokladejme dale, ze koeficienty maji tyto hodnoty:
w = (’w(), w1, w2, w3) = (01, —03, —02, 02),

zatim ponechme stranou, jak se koeficienty hledaji.

® Pfedpokladejme, Ze mame 35letého muze, ktery ma teplotu 37.2 stupné Celsia. Tj.
prislusny vektor s hodnotami priznaki je

x = (o, z1,22,23) = (1,0, 35,37.2).
® Pravdépodobnost toho, Ze ma rymicku, dostaneme vypoétem vyrazu
wT:c = woZo + w1x1 + waxs + wzrs = 0.54

a jeho dosazenim do sigmoidy

.54
605

PY =1 2,w) = ;57 = 0.631812.

Odhad pravdépodobnosti rymicky je tedy pfes 63 %, tedy je rozumnéjsi rozhodnout,
ze rymicku dana osoba ma.
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Logisticka regrese: popis modelu

Jak tedy vypadd model logistické regrese pro binarni klasifikaci:

® Mame binarni vysvétlovanou proménnou Y s hodnotami 0 a 1 a p priznakd
Xl,XQ, ey Xp s konstantnim X() =1.

® Hleddme model pro odhad pravdépodobnosti, ktery pro dané hodnoty
x = (20,21,...,2p) a pro koeficienty w = (wop, w1, ..., wp) Ma tvar

T
w'x
€

® Predikce se pak déla nasledovné: Pro dané data « se spoditd odhad
pravdépodobnosti P(Y =1 | &, w). Je-li tento odhad vétsi nez %
rozhodneme se pro Y =1, je-li mensi nebo roven % pak pro Y = 0.
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Logisticka regrese: hranice rozhodnuti

® Jelikoz mame p Ciselnych priznaki, je kazdy datovy bod vlastné bodem v
prostoru RP.

® Mame-li pevné zvolené parametry modelu w, mizeme (teoreticky) pro kazdy
bod spoditat hodnotu

T
w' T
€

a rozhodnout, jestli je vétsi nez 0.5 (Y = 1) nebo mensi (Y = 0).
® Jak vypadaji tyto dvé podmnoziny RP?
® Nebo jinymi slovy: Jak vypada hranice mezi témito mnozinami dana rovnici
T
e * 1
PY=1|lz,w)= —F==7

¥ =1l@w) = F o = 5

® 7 toho, co jsme si fekli o sigmoidé, vime, Ze feSenim této rovnice je

T
w' T =wy+wixry + -+ wpr, =0,

coz neni nic jiného, nez nadrovina (angl. hyperplane) v prostoru R?.
® Jazykem linedrni algebry je to linedrni varieta dimenze p — 1.
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Logisticka regrese: hranice rozhodnuti

® Ukazali jsme si, jak model logistické regrese vypada a funguje, ale zatim
nevime, jak se udi, tj. jak se voli hodnota parametrii w na zakladé
trénovacich dat, u kterych zndme vedle pfiznak( i hodnoty Y.

® U modell, kde odhadujeme pfimo hodnotu proménné Y, se obvykle postupuje
tak, Ze se rozhodneme pro néjakou miru chyby a parametry vybirame tak,
abychom tuto chybu minimalizovali. Vzpomenme na pfednasku o linearni
regresi.

® U logistické regrese ale odhadujeme pravdépodobnosti hodnot proménné Y;
mérit chybu je tedy tézké.

® Musime postupovat jinak!

® Pro znalé statistiky by stacilo ¥ici, ze parametry w odhadneme metodou MLE
(maximalné vérohodny odhad, angl. maximum likelihood estimate).

® Jelikoz ale znalost této metody zatim predpoklddat nemdizeme, ukazeme si
myslenku MLE na jednoduchém prikladé.
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MLE odhad pro hazeni minci (1/4)

® Zapomenme chvilku na logistickou regresi a uvazujme nasledujici priklad.

® Mame minci, kterou hazime a zaznamenavame si, co nam padlo: 1 = hlava, 0
= orel. Oznaéme si tuto ndhodnou veli¢inu jako Y.

® Mame divod si myslet, Ze mince neni férova, tedy Ze je mozné, ze
1

® Ozna¢me pravdépodobnost P(Y = 1) = p. Chceme na zikladé trénovacich
dat néjak odhadnout hodnotu p.

® Hodime desetkrat minci a v néjakém poradi nam padne sedmkrat Y =1 a
tiikrat Y = 0.

® Naucit model v tomto pripadé znamena urcit hodnotu p, protoze to je jediny
parametr. Jak na to?
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MLE odhad pro hazeni minci (2/4)

® Pro kazdou hodnotu p umime spoditat, s jakou pravdépodobnosti ndm pfi deseti
hodech padnou nase trénovaci data. Napf. pro férovou minci s p = % je to?

INT (1)\®
<§> (5) — 0.0009765625.

® Napriklad pro p = 0.6 je ale tato pravdépodobnost vyssi:

0.6"(1 — 0.6)* = 0.0017915904.

® 7 toho divodu bereme p = 0.6 jako lepsi model nasich trénovacich dat nez p = 0.5:
Pro p = 0.6 jsou totiz trénovaci data pravdépodobné;jsi!

® Odhad metodou MLE pak odpovida hodnoté p, pro ktera jsou trénovaci data
nejpravdépodobnéjsi mozna!

® Jedna se tedy o optimalizaci (maximalizujeme pravdépodobnost), v tomto pfipadé
funkce jedné proménné p € [0, 1], kterd udava pravdépodobnost trénovacich dat:

p'(1-p)°

1Viz Bernoulliho a binomické rozdéleni v BI-PST.
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MLE odhad pro hazeni minci (3/4)

Hleddme tedy maximum funkce?

na intervalu [0, 1].

® Jednd se o redlnou funkci jedné proménné, takze mlizeme funkci klasicky
zderivovat a najit nulové body.

® Funkce L je vlastné polynom desatého stupné v soucinovém tvaru, takze by
derivace byla celkem pracna. Proto pouzijeme obvykly trik a funkci
zlogaritmujeme.

® Jelikoz je logaritmus ostre rostouci funkce, maji funkce
Lp)=p"(1=p)* a Lp)=p (1 -p)*=T7p+3In(l -p)

extrémy ve stejnych bodech.

2Sice je to pravdépodobnost, ale obvykle se zna&i pismenem L od slova likelihood (¢esky
vérohodnost). Vice viz BI-PST.
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MLE odhad pro hazeni minci (4/4)

Derivace funkce £(p) je ale mnohem ,hez&i" funkce:

T3
Op) == ———.
P =2-1-

Snadno spoditdme, ze jediny nulovy bod derivace je

N
PMLE = 10

® Pro tuto hodnotu p je pravdépodobnost trénovacich dat
0.77(1 — 0.7)% = 0.0022235661,

coz je maximum mozného, pro zadné jiné p neni tato pravdépodobnost vyssi.

Tato vlastnost dava volbé p = 0.7 dlivéryhodnost.
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MLE odhad pro logistickou regresi (1/6)

® S |ogistickou regresi je to velmi podobné jako pro minci: Mame také jen dvé
hodnoty Y =1aY =0.

® Mame také dany vzorec pro vypocet pravdépodobnosti; ten ovsem nezdvisi na
jediném parametru ale na p + 1 parametrech wg, w1, ..., wp,. Oznaéme pro
Gsporu mista

T
w' T
€

z,w)=PY =1|z,w) = —F—

pi(@w) = P(Y =1 |@w) = -
T

(@, w) =P(Y =0 |mw) =1 —— 1

Pol®, N B ’ B 14ew' 14 ew'a’

® Mame-li i-ty datovy bod s hodnotou vysvétlované proménné Y; a s hodnotami
pfiznakl x; = (zo, 1, Z2,...,p), Ize pro zadané hodnoty parametri w
oznacit pravdépodobnost tohoto datového bodu jako

py; (wlaw)
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MLE odhad pro logistickou regresi (2/6)

® Predpokladejme, ze mdme N bodi v trénovacich datech, kazdy trénovaci bod
sestava z vysvétlované proménné Y; a hodnot pfiznaki

;= (Jﬁi;o,xi;h . 733i;p),

kdei=1,...,N a x;0 =1 (intercept).

® Tyto hodnoty zapi&eme do vektoru Y = (Y1,Ys,...,Yn)T € RY a do matice
w{ 1 Z1;1 x1;2 ot Tigp
X - . . . .
T 1
Ty IN;1 IN;2 TN;p

® S timto znaéenim miZeme kone¢né napsat, jaka je pravdépodobnost
konkrétnich trénovacich dat pfi parametrech w. Pfedpokladame (vétsinou
opravnéné), ze jednotlivé datové body jsou navzijem nezévislé a
pravdépodobnost tak lze napsat jako soucin pravdépodobnosti jednotlivych
bodi:

N
L(w) = [[ pv, (@i, w).
=1
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MLE odhad pro logistickou regresi (3/6)

® Snazime se tedy maximalizovat funkci nazyvanou vérohodnostni funkce
(angl. likelihood function)

N
L(w) = _pr,;(wi»w),

coz je realna funkce p + 1 proménnych RPT1 — R vyjadfujici
pravdépodobnost trénovacich dat pro danou hodnotu parametri w.
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MLE odhad pro logistickou regresi (4/6)

® Podobné jako u hodu minci budeme derivovat misto soucinu
pravdépodobnosti logaritmus (tj. logaritmus vérohodnostni funkce):

N
Z Y; Inp(zi, w) + (1 - Y;) Inpo(z;, w)) =

T
oW T 1
YIn| —— 1-Y)n|{ —5— =
;( n<1+e“’T >+( )n(1+e“’”“>>

= {trocha arovani s logaritmem} =

— i (Yina:i —1In (1 + emei)> .

<.
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MLE odhad pro logistickou regresi (5/6)

Zavére¢né poznamky Metoda gradientniho vzestupu
o] [e]

® Hleddme tedy maximum funkce

N

U(w) = Z (Yinwi —1In (1 + ewT”“)> .

i=1
® Stejné jako v pripadé linearni regrese, kde se minimalizoval soucet Ctvercl

residui RSS(w), se postupuje tak, Ze se najde gradient, tj. vektor slozeny z

parcidlnich derivaci podle v8ech proménnych wg,ws, ..., wp:

aw] le,j Y pl(w'u ))7 j:O717"‘>p

® Pomoci maticového nasobeni |ze pak gradient napsat ve tvaru

Vi(w) = XT(Y — P), kde P= (pl(wlvw)vpl(w%w)v'"apl(wNaw))T'
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MLE odhad pro logistickou regresi (6/6)

® Teorie fika, ze maximum bychom méli nalézt mezi feSenimi rovnice , gradient
se rovna nule”, tedy
Vi(w) =XT(Y - P)=0.

® Tato rovnice nevypada nijak strasné, dokud si neuvédomime, co se skryva pod
nevinnym oznacenym P: vektor plny sigmoid se vSemi témi exponencidlami.

® Na rozdil od linearni regrese neumime najit explicitni feseni, tedy
neexistuje vzorec, do kterého bychom dosadili trénovaci data a vypadly by
nam z ného hodnoty koeficienti w.

® Je tedy nutné pouzit numerické aproximativni metody.

® Pouzivaji se bud vicerozmérna verze Newtonovy metody, nebo gradientni

vzestup: v obou p¥ipadech se konstruuje posloupnost w(® w™ w® . .. o

které Ize predpokladat, ze konverguje k n&jakému lokalnimu maximu3.

3Pro logistickou regresi lze ukazat, e pokud existuje lok. maximum, je jediné a je to hledané

globalni maximum.
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Rizné poznamky

® |ogisticka regrese je pfimym pouzitim metod parametrické statistiky, o kterych
budete mluvit podrobné v BI-PST*.

® Celd metoda stoji na predpokladu, ze se chovani dat d& zachytit ve tvaru daném
sigmoidou jakozto funkci wo + wix1 + -+ - + wWpxp.

® Diky parametrim wo, w1, w2, ..., w, Ma tento model pomérné dost volnosti, ale
jestli tato volnost staci k tomu, aby se model mohl dostatecné priblizit ke
skutecnosti, je dilezitd a tézko zodpovéditelnd otazka, kterou je tfeba mit na
paméti.

® |ogisticka regrese je vypocetné naro€na a prislusny odhad neni dén explicitné: To co
nam vrati poditac je tedy aproximace a je i mozné, Ze ndm nevrati nic.

® Stejné jako u regrese a jinych modeli mizeme moznosti modelu znaéné rozsitit,
pouZijeme-li i odvozené pfiznaky od pfiznaki dostupnych v datech (druhé a vyssi
mocniny, soudiny vice riznych pfiznakd, atp.).

® Funkce ¢(w) nemusi mit maximum! Rozmyslete si, Ze to plati vZdy, kdyZ jsou tfidy
linedrné separabilni, tj. kdyZ existuje w, tak, Ze pro viechny body z t¥idy 1 (V; = 1)
plati w”z; > 0 a pro vechny body z t¥idy 0 (Y; = 0) plati w™x; < 0.

4Tak davejte pozor!
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Metoda gradientniho vzestupu
® K maximalizaci /(w) a potazmo k trénovani logistické regrese mizeme pouzit
metody gradientniho vzestupu (angl. gradient ascent).

® \/ takovém pfipadé zaéneme s n&jakou po&ateéni hodnotou w(®) a pomoci
rekurentniho vztahu

w ™ = w® + o V{(w?) =w® + o XT (Y - P(w(i))>
postupné konstruujeme posloupnost vektor( o které doufdme, ze konverguje k
argumentu globélniho maxima ¢(w), tj. ke kyzenému odhadu .

® ProtoZe gradient ukazuje smérem nejvyssiho rlstu, délame kroky ve sméru
nejvyssiho ristu.

e Koeficient « je tzv. udici parametr (angl. learning rate) a mize zaviset na ¢
(v tzv. adaptivni verzi).

® | v piipadé, ze globalni maximum ¢(w) existuje, konvergence miize byt velmi
pomalad a pro nevhodné « ani konvergovat nemusi.
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Ensemble metody obecné Bagging: nahodny les
o] 000000

Co bude v dnesni prednasce

® Ensemble metody — zakladni myslenka

® Bagging — ndhodné lesy

® Boosting — AdaBoost
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Ensemble metody obecné Bagging: nahodny les Boosting: AdaBoost
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Ensemble metody: zakladni myslenka

e Zakladni myslenka spoéivd v tom, Ze namisto jednoho modelu (napt.
rozhodovaciho stromu) pouZijeme vice modeli a jejich predikce néjakym
zplisobem zkombinujeme do findlniho rozhodnuti.

® My si ukdZeme dva nejobvyklejsi zplsoby: bagging (bootstrap aggregating) a
boosting.

® Kazdy z téchto dvou pfistupti si ilustrujeme na nejznaméjsich
reprezentantech, v obou pFipadech spocivajicich ve skladani rozhodovacich
stroma, které uz zndme.

® Tito dva reprezentanti jsou: ndhodny les (angl. Random Forest) pro
bagging a AdaBoost (Adaptive Boosting) pro boosting.
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Nahodny les pro klasifikaci: zakladni myslenka

Pro jednoduchost predpokladejme, Ze mame binarni klasifikaéni problém, tj. rozhodujeme
jestliY =0 nebo Y = 1.

1. Ze vstupniho trénovaciho datasetu D vytvofime n datasetl Di, ..., D, obvykle
stejné velkych jako D (p¥ip. mohou byt i vétsi & mensi) pomoci metody bootstrap,
neboli pomoci vybéru s opakovanim.

2. Na kazdém datasetu D; nauéime rozhodovaci strom tak, jak jsme si ukazali v
prednasce o rozhodovacich stromech.
Typicky pro trénovani tohoto stromu pouzijeme pouze omezenou nahodné vzatou
podmnozinu pfiznakl. Strom miiZe, ale nemusi byt malo hluboky, klidné hloubky
dva nebo tfi (nékdy se pouZiva i hloubka jedna).

Tyto stromy oznalime T1,..., T, a budeme je nazyvat podmodely (angl. base
learners).

3. P¥i predikci dany datovy bod @ prozeneme vSemi stromy 711, ...,T, a od kazdého z
nich si ulozime predikci Yi,...,Y,.

4. VSechny tyto stromy T1, ..., T, tvori ndhodny les a jeho finalni rozhodnuti o
hodnoté Y je dané vétSinovym rozhodnutim stromi, je-li napf. v mnoziné
{Y1,...,Y,} vice jedni¢ek nez nul, je predikce ndhodného lesa Y = 1.
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Bootstrap

Ukazeme si, jak funguje bootstrap na jednoduchém prikladu a nasem rymickovém
datasetu:

id | rymi¢ka | pohlavi > 39°C  wvstal(a)?

1 ano muz ne ne
2 ne Zena ano ano
3 ne muz ne ano
4 ano zena ano ne

Chceme-li vytvorit ,bootstrapem” dataset velikosti pét, pétkrat si nahodné
vybereme fadek s tabulky s tim, Ze se fadky v nasem vybéru mohou opakovat.
Vybereme-li napf. fadky s id 1,4,3,3,1, dostaneme dataset

id | rymitka | pohlavi > 39°C vstal(a)?

1 ano muz ne ne
4 ano zena ano ne
3 ne muz ne ano
3 ne muz ne ano
1 ano muz ne ne
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Nahodny les pro klasifikaci: zakladni myslenka na obrazku

W0 L
Uﬂ%

“« wefu P /afa‘[a\

By (W
Mma
A S
.- o)
4=1 =1

7 /
WL T A | vydlaolne uot hoolul
((Mno\domi‘ﬂ V'U:(IZ)

BI-ML1.21 prednatka 9 6 /16



Ensemble metody obecné Bagging: nahodny les Boosting: AdaBoost
o [ele]e] Jole) 0000000

Predikce ndhodného lesa

® V pfipadé regresniho problému (spojité Y) se postupuje opét analogicky jako u
regresniho rozhodovaciho stromu: predikce ndhodného lesa se bere jako primér z
predikei jednotlivych strom( lesa:

n
. 1 .
V= > Y
i=1

® |Implementace RandomForestClassifier ve scikit-learn pracuje na misto
predikei t¥id s predikcemi pravdépodobnosti tfid od jednotlivych podmodeli
(relativni Eetnosti t¥id v listech).
® Tj. napf. u binarni klasifikace, pokud oznaéime jako p; = f’(Y =1T;, X = x)
predikci pravdépodobnosti prislusnosti bodu x ke tfidé 1 podmodelu T;, pak finalni
predikovana pravdépodobnost tfidy 1 pro ndhodny strom je uréena primérem:
n

p= lZﬁz

=1

3

® Finalni predikce vysvétlované proménné Y je pak urena obvyklym porovnanim této
pravdépodobnosti s &islem 1/2 jako
. 1 p > 0.5
V- !).ro p> s
0 jinak.
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Zakladni hyperparametry

Zakladnimi hyparametry metod RandomForestClassifier a
RandomForestRegressor v sklearn jsou:

® n_estimators: urCuje pocet stroml v ndhodném lese,

® max_depth: uréuje maximalni hloubku stromi v lese (typicky spiSe nizsi
hodnota),

® max_features: pocet (ndhodné vybranych) pfiznaka, ze kterych si hladovy
algoritmus vybira ten, podle kterého bude v aktudlnim kroku data ,vétvit".
Defaultné se voli hodnota /p, tj. odmocnina poctu pfiznaki,

® je mozné nastavovat i dalsi obvyklé hyperparametry rozhodovacich stromii
jakozto podmodeli.
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Poznamky

® U baggingu, ktery sklada rozhodnuti z vice podmodeld, je vhodné, aby jednotlivé
podmodely nebyly stejné, ale naopak co nejpestiejsi.

® Toho se jak docili néjakym druhem randomizace; v pfipadé ndhodnych lesi je tento
nahodny prvek dany bootstrap metodou pro generovani jednotlivych trénovacich
datasetl a také hodnotou parametru max_features.

® Jak vime, rozhodovaci stromy jsou velice citlivé na zmény v trénovacich datech
(maji velky rozptyl), a tak Casto stalf odliSnost datasetii dand bootstrapem,
abychom ziskavali velice odlisné rozhodovaci stromy.

® Tim, Ze pti baggingu pocitdme priméry predikci téchto rozdilnych podmodelii
snazime se redukovat rozptyl (a povétSinou se to (spé&sné dafi).

® PrestoZe mohou byt jednotlivé stromy samy o sobé slabé modely (podmodelim v
ensemble metodach se proto Casto ¥ka weak learners), jejich kolektivni
rozhodovani dava az prekvapivé dobré vysledky.

® Nihodné lesy jsou na rozdil od rozhodovacich strom(i velice robustni a pomérné
odolné vici preuceni. Bohuzel ale ¢astecné ztraceji jejich jednoduchost a snadnou
interpretovatelnost.
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Rozhodovaci stromy a sample_weight (1/2)

® Abychom mohli vysvétlit, jak funguje boosting a konkrétné algoritmus
AdaBoost, potfebujeme pochopit pouziti vazenych dat u rozhodovacich
stromi.

® V feli sklearn se jednd o pouziti hyperparametru sample_weight v metodé
.fit(X,y,sample_weight) tfid DecisionTreeClassifier a
DecisionTreeRegresor.

® Pokud mame v trénovaci mnoziné N datovych bodi (Fadkid v tabulce,
poloangl. ,sampli®), je proménnad sample_weight pole wy,...,wy
nezapornych vah jednotlivych bodi.

® Tyto vahy urcuji, jak moc je ktery bod ,dilezity". Defaultni hodnotou je
w; =1proi=1,...,N.V nékterych ptipadech byvaji znormované na
jednicku, ale nemusf to platit.
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Rozhodovaci stromy a sample_weight (2/2)

® P¥i uceni stromu se vahy projevi v kroku, ve kterém se podita informaéni zisk

H(D) -t H(DPr) — trH(DR)

kdethiD,DL atR:%.

® Konkrétné se vazenym zplisobem napoditaji jak entropie H(D), H(Dy) a H(Dg), tak
hodnoty t7, a tgr.
Napf¥. pro vypocet entropie H(Dy) se v pripadé binarni klasifikace pouZije odhad
pravdépodobnosti tfidy 1 uréeny souétem vah bodi ve tfidé 1, které spadaji do Dy,
podélenym sumou vah vsech bodl v Dy,.
Daéle napf. hodnota t, je rovna soultu vah bodi, které spadaji do Dy, podéleném sumou
vah vsech bodi z D.

® Jsou-li tedy v Dy, body z fadki s indexy 3,10, 15,25 a odpovidajicimi tfidami 0,1,1,1 a v
D body s indexy 3,10, 15,17,21, 25, dostavame:
w10 + w15 + was

p1 = spolus H(Dr) = —p1logp1 — (1 —p1)log(l — p1)
w3 + wio + wis + was

w3 + wio + wis + was
w3 + wio + wis + w17 + w21 + was

tr, =

Vysledkem pouZziti vah je to, Ze strom se udéi tak, aby spravné predikoval zejména datové body

s vyS$8i vahou. (Toto si rozmyslete!)
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AdaBoost (Adaptive Boosting): zakladni myslenka

® Stejné jako pFi baggingu konstruujeme vice podmodeld (opét uvazujeme
rozhodovaci stromy, i kdyZz AdaBoost miZe pouzivat i jiné typy modell) a
finalni rozhodnuti je (véZenou) kompozici rozhodnuti jednotlivych modeld.

® Na rozdil od baggingu ale pfi boostingu nejsou tyto modely nezavislé, ale
jsou setrazené a kazdy dalsi je ovlivnén témi predchozimi.

® Tento vliv je pri AdaBoostu realizovan pomoci vah datovych bodi: P¥i
konstrukci n-tého stromu je zvySena vaha tém boddm, které predchozi
(n — 1)-ty strom klasifikoval $patné.

® Takovymito zménami vah je zajisténo, ze se dalSi model sousttedi vice na ty
datové body, se kterymi si predchozi modely neporadily.

® P¥iblizné takto funguje boosting obecné, my si dale ukdzeme konkrétni
implementaci této myslenky zndmou jako algoritmus AdaBoost [Freund,
Schapire (1997)].
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AdaBoost (Adaptive Boosting): popis algoritmu (1/3)

® Na zacatku mame dataset D s N datovymi body.

® Pro jednoduchost opét uvazujeme binarni klasifikaci. Existuji ale i modifikace
algoritmu pro vice nez dvé tfidy a i pro regresi.

® Poclet zkonstruovanych stromil je zadan uzivatelem v hyperparametru
n_estimators.

AdaBoost:
1. Nastavme vahy rovhomérné, tedy w; = % a polozme m = 1.

2. Pokud m < n_estimators, nau¢me strom T(™) na datech D s vahami w;.

3. Do proménné e(™) ulozme soudet vah té&ch bodii z D, které jsou $patné
klasifikované stromem 7(™)

4. Pokud je e(™ = 0 skon&eme, vechna data jsou klasifikovana spravng.
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AdaBoost (Adaptive Boosting): popis algoritmu (2/3)

5. Polozme
1—elm

o™ = learning_rate - log o)

kde learning_rate je hyperparametr zadany uzivatelem; pouziva se ke
zpomaleni trénovani a k zabranéni preuceni (je-li mensi nez jedna).

6. Pro stromem T(™) $patné klasifikované body nastavme nové vahy!

w; +— w; exp (™).

7. Znormalizujme vahy tak, aby jejich soucet byl jedna.
8. ZvétSime m o jedna a vratme se do bodu 2.

Vysledkem algoritmu je tedy az n_estimators rozhodovacich stromi
T 7@

1Vyraz exp(z) znadi staré znamé e®. Casto se to v literatute zapisuje takto, tak si zvykejte ;).
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AdaBoost (Adaptive Boosting): popis algoritmu (3/3)

Abychom ur¢ili rozhodnuti tohoto modelu pro néjaky datovy bod x, postupujeme
nasledovné:

1. Kazdému stromu 7™ p¥itadime vahu danou &islem o™ z kroku 5.

2. Setti vahy a(™) viech stromii, které pro x predikuji Y =1 a to samé udélej
pro stromy predikujici Y = 0.

3. Rozhodni se pro tu z moZnosti, pro kterou je soucet vah vyssi.
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Poznamky

® Verze algoritmu pro ,vice nez binarni" klasifikaci se nazyva
AdaBoost-SAMME [Zhu, Rosset, Zou, Hastie (2006)]. Tato verze je
implementovana v sklearn.

® Varianta pro regresi se zase nazyva AdaBoost.R2 [Drucker (1997)].

® AdaBoost nemusi nutné pouzivat rozhodovaci stromy; je mozné pouzit
jakykoli model, ktery umi pracovat s parametrem sample_weight.

® V sklearn implementaci jsou rozhodovaci stromy (hloubky 3) vychozi volba
(parametr base_estimator).

® Parametr learning_rate je obvykle zavadén u vétsSiny ensemble metod
spadajicich do kategorie Boostingu.

® Jedna se o tzv. regularizaci: ¢im je learning_rate nizsi, tim je model
odolnéjsi vici preuceni. Nevyhodou je, ze je pak obvykle nutné zvysit pocet
strom(i (parametr n_estimators).

® P¥i boostingu dochazi k postupnému korigovani chyb predchozich modeli,

coz vede na redukci vychyleni (bias). Podmodely se typicky konstruuji jako
slabé modely (weak learners) - tj. nap¥. jako pomérné mélké stromy.
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Co bude v dnesni prednasce

Vybér pfiznaki obecné

Filtrovaci metody

Obalové metody

Vestavéné metody - Lasso
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Redukce poctu vysvétlujicich proménnych

® \/ dnesni prednasce se budeme vénovat metodam, které maji za tkol snizit
pocet vysvétlujicich proménnych.

® V zédsadé jde o to, vybrat ze viech dostupnych pfiznaki (které mohly byt i
extra napoditany) jistou podmnozinu, kterou pouZzijeme pro trénovani a
predikci modelu.

® Obecné v této situaci mluvime o vybéru pf¥iznakii (angl. feature selection
nebo také subset selection).

® Problematika vybéru priznakil spada do Casti predzpracovani dat. Dneska se
podivame jenom na nékteré zikladni metody a podrobnéji se touto
problematikou budete zabyvat v magisterském kurzu NI-PDD.

® 7 jistého pohledu se jedna o podoblast redukce dimenzionality (angl.
dimensionality reduction). Do té ale spadaji pfedevsim metody, které
napocitavaji (linedrné nebo nelinedrné) kompletné nové priznaky. Proto se
redukce dimenzionality Casto uvadi jako separatni oblast.
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U&el vybéru ptiznaki
Vybér ptiznaki mize byt vyhodny z mnoha riznych divodi. Uvedme si nékteré z nich.
® Zahozenim nerelevantnich a redundantnich priznakd miZeme vyznamné zlepsit

schopnost generalizace modelu.

> Ptiznaky, které jsou nerelevantni a nesouvisi s vysvétlovanou proménnou, skodi
typicky i modeldm, které by si s nimi teoreticky dokazali poradit - jako napt.
linedrni regrese (miize tam pouZit koeficient 0) nebo rozhodovaci strom
(nepouzije tento priznak do Zadného déliciho kritéria).

» Redundantni pfiznaky jsou takové, které nesou stejnou informaci. Kromé toho,
Ze zbytecné zvysSuji dimenzi mohou nékterym modelim vylozené skodit, jako
napr. problém kolinearity u linearni regrese.

® Pomaha s prokletim dimenzionality. Jak vime, tak pro nékteré modely je velka
dimenze prostoru pfiznaki problematicka (napf. KNN).

® ZlepSuje vysvétlitelnost modelu. U modeld, ktery vyuzivaji mensi pocet priznaki
byva jednodussi porozumét tomu, na zakladé ¢eho se rozhoduji.

® Snizuje vypocletni ndroky pro trénovani a pouziti vysledného modelu.
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Vybér priznaki Metody vybéru priznaki Lasso
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Filtracni metody

Filtraéni metody (angl. filter methods) mohou byt supervizované i nesupervizované.

Typicky koukaji, jak hodné informace miize byt v daném priznaku a pripadné jak ta
informace souvisi s vysvétlovanou proménnou.

Pokud nemame nebo nechceme vyuzit vysvétlovanou proménnou, mizeme:

® Vyhodit priznaky, které maji prilis nizky rozptyl a jsou tedy téméf konstantni.

® Vyhodit priznaky, které maji pfilis chybéjicich hodnot.

® \/yhodit nékteré z priznaki, které spolu hodné koreluji a jsou tedy redundantni.
Pokud chceme vyuzit vysvétlovanou proménnou, mizeme:

® Vyhodit pfiznaky, které maji nizkou korelaci s vysvétlovanou proménnou.

® U binarnich ptiznakil rozdélit vysvétlovanou na dvé populace a udélat test hypotézy
o rovnosti stfednich hodnot (dvouvybérovy t-test). Pokud vyjde velkd p hodnota,
miZeme tento pfiznak vyhodit.

® U diskrétnich priznaki i diskrétni vysvétlované proménné udélat test hypotézy o
nezdvislosti téchto dvou diskrétnich veli¢in (napf. chi kvadrat test nezavislosti).
Opét, pokud vyjde velkd p hodnota, je tento ptiznak kandidatem na vyhozeni.
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Vybér priznaki Metody vybéru priznaki Lasso
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Obalové metody (1/2)

® Obalové metody (angl. wrapper methods) vyuZivaji néjaky pomocny model pro
ohodnocovani podmnozin priznaki.

® Cilem je vybrat takovou podmnozinu, pro kterou je vykonnost modelu nejvétsi.

® Pro kazdou kandidatni podmnozinu se model natrénuje a zmé¥i jeho vykonnost na
validaéni mnoZiné (nebo kfiZovou validaci).

® Jako finalni podmnozina pfiznaki je pouzita takova, pro kterou je model
nejvykonnéjsi.
® \/yhodou obalovych metod je, ze preferuji podmnoziny ptiznakii, které jsou pro dany

model vyhodné.

® To je ale zaroven nevyhoda, protoZze miize snadno dojit k pfeuéeni a také protoze
takto vybrané podmnoziny nemusi byt vhodné pro jiné modely (nap¥. pro ten finélni,
ktery chceme pouZit).

® Nevyhodou obalovych metod je jejich vypocetni naro¢nost. | pfi pouziti
jednoduchého pomocného modelu (jako napf. linedrni regrese) miize byt vypocletni
¢as znacny.
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Obalové metody (2/2)

Z dlivod(l vypocletni naro¢nosti nejcastéji pouzivané metody vybranou mnozinu priznaki
konstruuji iterativné néjakym ,hladovym* pfistupem.

® Dopredny vybér (angl. forward selection) - zaéindme s prazdnou mnoZinou
pfiznakl a postupné po jednom pridavame vzdy tak, aby ten jeden pfidany nejvice
zlepsil vykonnost modelu v dané iteraci.

Skonéime kdyZz mame pozadovany pocet pFiznaki, ptipadné kdyz uz nedochazi ke
zlepSovani vykonnosti.

® Zpétny vybér (angl. backward selection) - za¢neme se véemi pfiznaky a postupné

po jednom odebirdme tak, aby ten odebrany priznak vedl na nejvykonnéjsi model v
dané iteraci.

Skonéime kdyz mame pozadovany pocet priznaki, pfipadné kdyz uz nedochazi ke
zlepSovani vykonnosti.

® Dopredny i zpétny vybér jsou v knihovné sklearn implementovany pomocfi
sklearn.feature_selection.SequentialFeatureSelector.

BI-ML1.21 prednagka 10 7/16



Vybér priznaki Metody vybéru priznaki Lasso
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Obalové metody (3/3)

® Rekurzivni odebirani pfiznakia (angl. recursive feature elimination) -
probihd podobné jako zpétny vybér, ale model se vyuziva trochu jinym
zplsobem.

Konkrétné se k vybirani priznakd pouziva vnitini ohodnoceni dilezitosti
jednotlivych ptiznakd modelem (ktery toho tedy musi byt schopen).

U linearni (logistické) regrese to je napfiklad absolutni hodnota koeficientu u
daného priznaku. U rozhodovaciho stromu to mize byt informacni zisk
daného priznaku.

Nejprve model natrénujeme pro vsechny priznaky. Potom najdeme pfiznak,
ktery ma nejmensi dilezitost a ten vyhodime. Pak model znovu natrénujeme
na redukované mnoZziné a postup opakujeme.

® Rekurzivni odebirani priznaki je v knihovné sklearn implementovano pomoci
sklearn.feature_selection.RFE.

BI-ML1.21 prednagka 10 8 /16



Vybér priznaki Metody vybéru priznaki Lasso
oo ooooe 0000000

Vestavéné metody

® Vestavéné metody (angl. embedded methods) vyuZivaji model, ktery se
trénuje pouze jednou na celych datech a pfi tom implicitné provede vybér
priznak.

® Tento implicitni vybér se projevi tak, ze se model naudi nékteré priznaky
viibec nevyuzivat.

® Napf. u lineadrni regrese jsou prislusné koeficienty odhadnuty jako 0.

® Modelem, ktery je nejpouzivanéji, je Lq regularizovana linearni regrese
(Lasso). V pfipadé klasifikace to je pak L regularizovand logisticka regrese.

® Jako vybrand podmnozina priznak{ se vezmou priznaky, u ktery jsou prislusné
koeficienty nenulové.
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Model linearni regrese

Nejprve si pripomenme model linearni regrese.
® Model pro vysvétlovanou proménnou Y v bodé x je

Y:me—i—e:a:Tw—f—e:w0+w1x1+...wpxp+5.

® Model pro trénovaci mnozinu tvorenou N pary (Y;, ;) je V; = zlw +¢;.
® Toto zapisujeme maticové jako Y = Xw + ¢, kde

T
T 1 xiq - Ty Y, €1
X: . = : . . R Y: . s g =
T
TN 1 IN;1  IN;p YN EN

® P¥i trénovani metodou nejmensich ¢tvercli minimalizujeme residualni soucet

Ctvercl
RSS(w) = ||Y — Xw||

® Za predpokladu, Ze je matice X7 X regularni, existuje jediné fesen{
minimalizujici RSS(w),
AOLS (XTX) leY
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Lasso - (vod

Lasso (zkr. angl. Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) [Tibshirani
(1996)] nebo taky Li regularizace zavadi penalizaéni ¢len tmérny souétu absolutnich
hodnot slozek vektoru koeficientd w s vynechanim interceptu.

Minimalizujeme tedy regularizovany rezidualni soucet ctverct
P
RSSE™™ (w) = |V — Xw|* + A |wil,

i=1
ktery zavisi na parametru A > 0.

® | asso jakoZzto jind forma regularizace sdili nékteré obecné vlastnosti s modelem
h¥ebenové regrese.

® Pro A = 0 dostavime RSSE**(w) = RSS(w) a mame tedy oby&ejnou metodu
nejmensich Ctvercl.

® Pro A > 0 je vidét, Zze v minimu se bude cilit na takové vektory w, které maji co
nejmensi slozky.

® Hodnotu wq interceptu nijak nepenalizujeme. Jedna se pouze o vertikalni posun,
ktery zajistuje predpoklad E& = 0 modelu a je tedy vhodné ho neomezovat.
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Vybér priznaki Metody vybéru priznaki Lasso
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Lasso - pokracovani
® Na rozdil od modelu h¥ebenové regrese nenf regularizaéni €len % |w;]
diferencovatelny v bodech kde w; = 0.

® \/ tomto pripadé neni mozné nalézt explicitni feSeni a existuji pouze iterativni
metody, které najdou fesSeni

A~ L . L.
W° = arg min RSS35%°(w).

® V/yhoda modelu Lasso je, Ze feSen{ je tzv. Fidké (angl. sparse solution).

® To znamen3, Ze odhady ﬁz':\ajss" nékterych sloZzek w jsou rovny 0.

Samozfejmé tim Castéji, ¢im je A vétsi.

® Tim se lasso zasadné lisi od hiebenové regrese, kde tento efekt v podstaté
nikdy nenastane.

® Formalné to dokazat nenf jednoduché (pouziva se teorie subgradientil), ale
ukazeme si alespon presvédcivou ilustraci.
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Lasso - ilustrace fungovanf

Podivejme se na ,vrstevnice" funkci, které se snazime minimalizovat u lasso (vlevo) a h¥ebenové
regrese (vpravo).

Cervené jsou znizornény vrstevnice odpovidajici neregularizované &sti ||Y — Xw||?, co? je v
zasadé parabolicka jama.

Modfe je pak znazornéna oblast, kterd odpovida regularizaénimu ¢&lenu.

Vidime, Ze u lasso existuje velkd Sance, ze se vrstevnice dotykad nékterého z rohil, coz znamen3,
Ze je jedna ze sloZzek w rovna 0.

U hfebenové regrese se to samozfejmé také mizZe stat, ale evidentné to je velmi
nepravdépodobné.

BI-ML1.21 prednagka 10 13 /16



Vybér priznaki Metody vybéru priznaki Lasso
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0000e00
Lasso a hrebenova regrese - vazané optimalizace

Fakt z predchozi ilustrace mize byt jesté podpofen nasledujici ekvivaletni formulaci.
Lze ukazat, Ze Gloha minimalizace

P
RSSE™(w) = ¥ = X + A fwil,
i=1
je ekvivalentni tGloze vazané minimalizace

RSS(w) = [[¥ — Xw|?,

za podminky

P
Z |lw;| < B, pro néjaké B > 0.
i=1

Analogicky pro htebenovou regresi plati, ze minimalizace

P
RSSREe(w) = |V — Xuw|* + 2> w?,

i=1
je ekvivalentni Gloze vazané minimalizace RSS(w) za podminky
P
Zw? < B, pro néjaké B > 0.
i=1
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Porovnani nejmensich ¢tvercii, hfebenové regrese a lasso
Pro porovnani metod regularizace se zaméfme na situaci, kdy jsou pfiznaky ortonormalni. Tj.
kdyz XTX =1.
® Metoda nejmensich Ctverch v takovém pripadé vychazi
@O = (XTX)" !XTy = XTy.
® Hrebenova regrese vychazi

@39 = (XTX + A1) X Ty = (1+21) Xy

Protoze
1 0 0
1
D 0
T+
I4+A)" 1= . . s
S
plati pro jednotlivé slozky
i 1
~ Ridge __ ~ OLS - Rldge _ ~ OLS
a0 = Wo a Wy 771+>\wj .

Tomuto se fika soft thresholding.
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ZavéreCné poznamky
® | asso je v knihovné sklearn implementovano pomoci
sklearn.linear_model.Lasso.

® PYi vyuziti pro vybér priznakli se da pouzit implementace
sklearn.feature_selection.SelectFromModel.

® U logistické regrese bychom regularizacni ¢len pridali k minus logaritmu
vérohodnostni funkce (k binarni relativni entropii) a pak bychom provadéli
minimalizaci.

® Jednou z nevyhod lasso proti hiebenové regresi je, ze v pripadé kolinearnich
pfiznakl ma tendenci vybrat pouze nékteré z nich. To se v nékterych
pripadech pfi predikci na novych datech ukazuje jako jista nevyhoda oproti
hfebenové regresi, ktera typicky vyuzije vSechny priznaky.

® Existuje tedy také model, ktery obsahuje oba zpiisoby regularizace.
® Tomuto modelu se fika elastic net a kombinuje vyhody obou prFistupd.
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Uvod do nesupervizovaného uéeni Shlukova analyza Hierarchické shlukovéani Algoritmus k-means
[e]e]e} 00000 00000 00000000

Co bude v dnesni prednasce

Principy nesupervizovaného uceni.

Uvod do shlukové analyzy (clusterové analyzy).

Hierarchické shlukovani.

Nehierarchické shlukovani — algoritmus k-means.
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Uvod do nesupervizovaného uéeni Shlukova analyza Hierarchické shlukovéani Algoritmus k-means
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Nesupervizované ucenfi

® Nastava v situaci, kdy data nemame nikterak oznacena. Tj. nemame zadnou
veli¢inu, kterou bychom u trénovacich dat znali a snazili se ji naucit
predikovat.

® Cilem nesupervizovaného uceni je porozumét struktufe dat pouze na zdkladé
jich samotnych. To znamena bez néjakého vnéjsiho voditka.

® Proto se nesupervizovanému uceni také fika u€eni bez uditele.

® Porozuménim zde typicky myslime nalezeni co , nejmensich* oblasti v
prostoru ptiznakl, kde se data vyskytuji nejCastéji.

® Obvykle totiz plati, ze se namérena skuteéna data nevyskytuji v celém
prostoru stejné pravdépodobné, ale byvaji vice ¢i méné lokalizovana - tvori

néjaké shluky, vyskytuji se v méné-dimenzionalnich oblastech atd.

® Porozuméni této lokalizaci prinasi ddlezitou informaci o vnitini strukture dat!
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Nesupervizované ucenfi

Uvazujme data rozlozend v tfirozmérném
prostoru podle nasledujiciho obrazku.

Podafi-li se nam zjistit, ze jsou vSechny tyto
body na kouli, mizeme jejich polohu popsat
pomoci sférickych soufadnic a ziskat tak
ekvivalentni reprezentaci pomoci dvou
spojitych pfiznakd (tzv. redukce
dimenzionality).

Navic je mozné detekovat, Ze hustota bodi
na pdlech je vyssi nez hustota bodi na
rovniku.

Obecnym problémem nesupervizovaného uceni je, ze vibec neni jasné, jak bychom
méli vyhodnocovat spésnost ziskaného porozuméni.

To je velky rozdil oproti supervizovanému uceni, kde je mozné kvalitu nauceného
modelu vyhodnocovat mnoha viceméné rovnocennymi zpisoby (napf. pfesnosti u
klasifikace).
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Nesupervizované uceni z pohledu teorie pravdépodobnosti

Uvazujme situaci, kdy nase data obsahuji p pfiznaki a oznalme X prostor ve
kterém se nachazeji mozné vysledky?.

® Pro p binarnich pfiznakd volime X = {0,1}?.

® Pro p spojitych priznaki typicky volime X = RP,
Z pohledu teorie pravdépodobnosti a statistiky (viz BI-PST) chapeme pozorovana
data jako realizace nahodného vektoru X = (Xi,..., X,)T

Porozumeéni vnitfni struktufe pak znamena porozuméni rozdéleni X. Chceme tedy

ziskat odhad pravdépodobnosti P(X € O) pro kazdou (rozumnou) podmnozinu
ocx.

® V pripadé spojitych priznaki to ekvivalentné znamena odhadnout sdruzenou
hustotu pravdépodobnosti fx () = fx(z1,...,2p).

® V pripadé diskrétnich pfiznakl to ekvivalentné znamena odhadnout sdruzenou
pravdépodobnostni funkci px (z) = P(X; = x1,...,X, = z,).

Soustfedime se pfitom zejména na nalezeni oblasti v prostoru X, které maji velkou
pravdépodobnost a jsou pfi tom ,co nejmensi*.

IVolba X neni jednoznaéna a je soudasti volby modelu.
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Uvod do shlukové analyzy

Jednou ze zakladnich metod nesupervizovaného uceni je shlukovani nazyvané
také clusterovani (angl. clustering).

Nasim cilem je rozt¥idit data do skupin, které budeme nazyvat shluky, tak, ze
plati dva prirozené pozadavky:
® blizké body budou ve stejném shluku a

® vzdalené body budou v rlznych shlucich.

Tento popis je ovsem hodné vagni a neni vibec jasné, jak ho zformalizovat.

Jak uvidime na nasledujicim slajdu, jednim z problémi je fakt, ze tyto intuitivni
pozadavky obecné nejsou kompatibilnf.

Dalsim problémem je jiz d¥ive zminovana neexistence hodnoticiho kritéria kvality
nalezeného shlukovani.

V disledku absence jednoznacnosti tudiz existuje vice zplisobl formalizace a
nasledné také mnoho riznych shlukovacich algoritmi, které mohou na stejnych
datech déavat velmi rozdilné vysledky.
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Algoritmus k-means

Hierarchické shlukovani
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Shlukova analyza
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Uvod do nesupervizovaného uéeni
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[e]e]e}

Shlukova analyza - znazornéni nejasnych situaci

Shlukovani, které se snazi nemit v

Shlukovani, které se snazi udrzet blizké
jednotlivych shlucich pfilis vzdalené body.

body ve stejnych shlucich.

Obé shlukovani jsou stejné legitimni a nenfi jasné, které vybrat.
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Vzdalenost

Kli¢ovym pojmem, na kterém stoji shlukovani, je vzdalenost, kterou jsme si
zavadéli na treti prednasce.

Definice

Vzdalenost nebo také metrika na mnoziné X je funkce d : X x X — [0, +00)
takova, ze pro kazdé z,y,z € X plati

i) d(z,y) >0, ad(z,y) = 0 pravé tehdy kdyz x = y - pozitivni definitnost,
i) d(

i) d(z,y) <d(z,z)+ d(z,y) - trojihelnikova nerovnost.
Dvojice (X, d) se potom nazyva metricky prostor.

x,y) = d(y, ) - symetrie,

Poznamky k vlastnostem vzdalenosti:
i) Vzdalenost riiznych bodu je vzdy kladnd. Nulové je pouze pro stejné body.
i) Vzdalenost bodu x od bodu y je stejna jako vzdélenost y od .
iii) P¥ma vzdalenost mezi dvéma body je vzdy mensi nebo rovna vzdalenosti pres
néjaky treti bod.
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Hierarchické shlukovani
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Algoritmus k-means
00000

00000000

Vzdalenost - priklady

Casto pouzivané vzdalenosti na RP:

® Eukleidovska vzdalenost nebo také Lo vzdalenost,

® Manhattanska vzdalenost nebo také L; vzdalenost,
P
dy(,y) = > |z — il
i=1

° Cebyéevova vzdalenost nebo také L., vzdalenost,

oo, y) = macxz: — yil.

Ptikladem vzdalenosti na mnoziné fetézcl je pak Levenstejnova vzdalenost
(angl. Levenshtein distance) definovana jako miniméalni podet jednoznakovych

operaci (vkladani, mazani, nahrazenf), které pfevedou jeden fetézec na druhy.
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Vstupy a vystupy shlukovani

Nez se zaméfime na dva konkrétni pfipady shlukovacich algoritmi, ujasnéme si, co
je vlastné vstupem a co vystupem shlukovani.
Vstupy
® Metricky prostor X se vzdalenosti d.
® Mnozinadat D C X.
® Obvykle také pozadovany pocet shluki k.
Vystupy

® Rozklad mnoziny dat na jednotlivé shluky. To jest C' = (C1,...,C%), kde
C; C D pro kazdé i a C; N C; = 0 pro kazdé i # j, pri¢emz

k
D= U C;.
=1

® Bod x € D je tedy v i-tém shluku, jestlize x € C;.

® U hierarchického shlukovani mize byt finalnim vystupem dendrogram jakozto
grafické znazornéni hierarchické struktury shlukovani, které podrobné
predstavime za chvili.
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[e]e]e} 00000 ®0000 00000000

Hierarchické shlukovani

Za¢néme zcela pfirozenym hladovym aglomerativnim pfistupem. Oznaéme N
pocet prvkl( mnoziny dat D.
® Na zacatku uvazujme kazdy bod jako jeden shluk. Tj. mame pravé N shlukd.
® Nyni budeme opakovat nasledujici kroky:
> Najdeme dva shluky, které jsou k sobé nejblize.
» Tyto dva shluky spojime do nového shluku.

Po N — 1 opakovanich tedy skon¢ime s jediny velkym shlukem, ve kterém jsou
vsechny body.

® K tomu, abychom mohli tento postup provést, je tfeba stanovit zpisob
méreni vzdalenosti dvou shlukd.

® Ma-li byt navic vystupem shlukovani, musime urcit néjaké zastavovaci
kritérium.

® To byva nejcastéji polet shlukd k, pripadné limitni hodnota vzdalenosti
shlukil, nad kterou uZ nebudeme shluky spojovat.?

2Vzdalenost spojovanych shlukii v kazdém kroku roste (resp. neklesa).
BI-ML1.21 prednégka 11 11 /23



Uvod do nesupervizovaného uéeni

Shlukova analyza Hierarchické shlukovani Algoritmus k-means
[e]e]e}

00000 0@000 00000000

Méreni vzdalenosti shluki

Vstupem do shlukovéni je vzdalenost dvojice bodl d(z,y). K méFeni vzdalenosti
dvojic shlukd D(A, B) se obvykle pouziva jeden z nasledujicich zpisobd:

M

Metoda nejblizsiho souseda (angl. single linkage) - generuje dlouhé fetézce

D(A,B) = min  d(z,y).

i

Metoda nejvzdalenéjsiho souseda (angl. complete linkage) - generuje
kompaktni shluky

D(A,B) = max d(z,y).

zeA,yeB
Parova vzdalenost (angl. average Iinkage) - kompromis predchozich dvou

D(A,B) = Z d(z,y).

r€A,yeB

\AII
Wardova metoda - v R? - velmi G¢inna, minimalizuje narust vnitfniho rozptylu
D(AB)= Y le—zausl’ =) le—zall>= ) |z —z5]7
xcAUB xreA xEB
kde x4 = ﬁ > zca T je geometricky stfed mnoziny A a p, Taup analogicky.
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Uvod do nesupervizovaného uéeni Shlukova analyza Hierarchické shlukovani Algoritmus k-means
[e]e]e} 00000 [ele] lele} 00000000

Vizualizace hierarchického shlukovani pomoci dendrogramu

Cely proces aglomerativniho shlukovani miizeme reprezentovat a graficky znazornit
pomoci dendrogramu.
® Jedna se o strom, jehoz vrcholy predstavuji shluky, které pfi béhu vznikly.
® V listech jsou pocatecni jednoprvkové shluky a korfen reprezentuje finalni shluk
vSech bodd.
® Strom je navic nakresleny tak, Ze jsou vSechny listy ve vySce 0 a vyska

ostatnich vrcholli odpovida vzdalenosti podfazenych shlukd, které se v tomto
vrcholu spojily.

10 Rozlozeni bod{ Single linkage dendrogram
5
3
3 5.05 1
8- 4.55
2 a4
° 5 2
° El
6 G 3
B
8
g
kol
44 B 29
]
S
, i 1.51
o H 112
L]
0.539
0 0
0 2 4 6 8 10 3 2 4 5 0 1

index bodu
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Uvod do nesupervizovaného uéeni Shlukova analyza Hierarchické shlukovani Algoritmus k-means
[e]e]e} 00000 [ele]e] T} 00000000

Jak ziskdme shlukovani z dendrogramu

® 7Zname-li pozadovany pocet k shluki, ,rozfizneme" dendrogram mezi k-tym
a (k — 1)-tym nejvyssim vrcholem. Hrany prochazejici ¥iznutim pak odpovidaji
vyslednym shlukim.

® Nebo mizeme stanovit limitni hranici vzdalenosti shluki a rozfiznout
dendrogram v dané vysce.

® Pripadné miizeme urovat misto roztiznuti a tim potazmo i pocet shluki
pomoci rozdili vysek sousednich vrchol.

Rez dendrogramu uprostfed nejvyssiho rozdilu vysek 10 Vysledné shlukovanf{
5
3
5.05 l K
4.55 8
4 4 5
e
= 5
E] °
%3 61
B
=]
2
°
32 1
I
s
1.51 5 i
1 ]
1.12 0
°
0.539
o 0 T T T -
3 2 4 5 0 1 0 2 4 6 8 10
index bodu
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Uvod do nesupervizovaného uéeni Shlukova analyza Hierarchické shlukovani Algoritmus k-means
[e]e]e} 00000 [eleele] } 00000000

Finalni poznamky k hierarchickému shlukovanf{

® Ukazali jsme si aglomerativni hierarchické shlukovani.

® Existuje také divizni hierarchické shlukovani pti kterém naopak vychazime z
jednoho shluku a opakované provadime déleni.

® V/yhodou hierarchického shlukovani je moznost ziskat uceleny pohled pomoci
dendrogramu a teprve na jeho zakladé vybirat vhodny pocet shluki.

® Dalsi vyhodou je hierarchicka struktura. P¥i zvySeni poctu shluki o jednicku
dojde pouze k rozdéleni nékterého ze stavajicich, priCemz ostatni se neméni.

® Kuvalita vzniklého dendrogramu z pohledu zachovani parovych vzdalenosti
originalnich dat mize napfilad byt méfena pomoci cophenetic correlation.

® Hierarchické shlukovani se prilis nehodi pro velké datové soubory, protoze je
vypocetné narocCné.
» V jednom kroku aglomerativniho algoritmu musime provést m(m — 1)/2
porovnani, kde m je aktualni pocet shluki. SloZitost je tedy O(N?). V pripadé
single nebo complete linkage je mozné se dostat na O(N?).
> V jednom kroku divizniho algoritmu musime provést 2™~ ! porovnani, kde m je
velikost déleného shluku, co? implikuje slozitost O(2%).
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Uvod do nesupervizovaného uéeni Shlukova analyza Hierarchické shlukovéani Algoritmus k-means
[e]e]e} 00000 00000 0000000

Formulace shlukovani jako optimalizacni Glohy

Oblibenym pFistupem ke shlukovéni je formulace ve tvaru optimalizaéni Glohy.

® P¥i tomto pFistupu je tfeba definovat i€elovou funkci (angl. objective
function), kterd néjakym zpisobem ohodnocuje dany rozklad mnoziny na
jednotlivé shluky.

® Cilem je pak nalézt takovy rozklad, ktery tcelovou funkci minimalizuje.

® Nyni se budeme zabyvat situaci, kdy pro dané k hledame takovy rozklad
C = (Cy,...,Ck) na prostoru X = R? vybaveném Eukleidovskou vzdalenosti,
ktery minimalizuje Gcelovou funkci

k
GO =Y 557 X la—ul’

7'| w,yGCi

® V (celové funkci se pro kazdy shluk sectou primérné kvadraty vzdalenosti
vsech bodd daného shluku od jeho ostatnich bodd.

® Ukazme si, Ze tuto Gcelovou funkci mizeme elegantné vyjadrit pomoci souctl
kvadratil vzdélenosti od geometrickych stfedd (tézist) ptislusnych shluka.
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Uvod do nesupervizovaného uéeni Shlukova analyza Hierarchické shlukovéani Algoritmus k-means
[e]e]e} 00000 00000 08000000

Souvislost dcelové funkce s geometrickym stredem

Pro konecnou mnozvinu bodi A C RP plati

M D lle—ylP=) le—al*= min >z ul?,

z,yeA z€EA zEA
kde x = i‘ Zz ca® Jje geometricky stied (angl. centroid) mnoZiny A.

Dikaz.

Pro kazdé a,b € RP plati b||> = (a —b)T(a—b) = ||a||* — 2aTb + ||b]|, protoze
bT’a=aTb. Proa=a —pab=1y— pztoho pIyne

L 1
o O leul =i 3 e al? +2‘A| S - wl? _W Y o

z,ycA z,ycA z,y€A z,y€A

Poslednl’ ¢len upravime:

‘A| Y @-wTy-w= lAerc—u)TZ(y 1) |A|HZ(9: wl|”.

z,ycA xEA yeA zEA
Posledni ¢len je tedy vzdy nezdporny. Navic je rovny nule pravé, kdyz pu = &, coz plyne z definice
. Prohodime-li ve druhém ¢lenu = a y dostaneme prvni ¢len a po vyscitani pres y dostaneme
1
TA‘ E e -yl < g llz — pl|?, s rovnosti pouze pokud p = . O
z,ycA xEA
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Uvod do nesupervizovaného uéeni Shlukova analyza Hierarchické shlukovéani Algoritmus k-means
[e]e]e} 00000 00000 00@00000

Algoritmus k-means - Gvodni predstaven{

® Problém nalezeni globalniho minima uvedené Gcelové funkce je vypoletné
obtizny, ve skuteénosti NP-tézky (viz [Aloise et al, (2009)]).

® Predstavime si heuristicky iterativni algoritmus nazyvany algoritmus

k-means, ktery bude v kazdém kroku zmensSovat hodnotu Gcelové funkce a
konvergovat tak k jejimu lokalnimu minimu.

Algoritmus k-means - slovni popis

Nejprve zvolime k stredovych bodi.
Iterativné opakujeme:

i. Vytvorime shluky odpovidajici stredovym bodiim tak, Ze pro kazdy bod x

najdeme k nému nejbliZsi stfedovy bod a podle néj & zaradime do shluku,
ktery tomuto stfedovému bodu odpovida.

ii. Spocitdme nové stfedové body jako geometrické stfedy téchto shlukd.
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Uvod do nesupervizovaného uéeni Shlukova analyza Hierarchické shlukovéani Algoritmus k-means
[e]e]e} 00000 00000 00080000

Algoritmus k-means - diikaz lokalni optimalizace

Na zakladé predchoziho tvrzeni mizZeme Gcelovou funkci vyjadfit jako

k
GO =YY lle—ail?

i=1 xeC;
kde &; je geometricky stfed i-tého shluku.

Zafixujme nyni p; = ;. Vytvofme nové shluky ¢ = {C’l, R C’k}, tak ze bod x pfesuneme do
takového shluku C;, ve kterém je vzdalenost ||« — p;|| nejmensi.

Tim zcela jisté dojde ke zmensSen{ souctli kvadrati vzdalenostf,

)ID TR 35 SITEME

i=1 el i=1 zeC;

Z druhé rovnosti predchoziho tvrzeni pak plyne, Ze

k k
GO =D e =El” <D Nl

i=1 xeC; i=1 geC;

kde &; je geometricky stied shluku C;.
Dohromady tedy mame G(C) < G(C).Tento postup miizeme opakovat a postupné tak klesat k
néjakému lokalnimu minimu acelové funkce.
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Uvod do nesupervizovaného uéeni Shlukova analyza Hierarchické shlukovéani Algoritmus k-means
[e]e]e} 00000 00000 0000@000

Algoritmus k-means - formalizace

Algoritmus k-means

Inicializace: pocate¢ni rozmisténi k stredovych bodl pq, ..., p.
Iterativni Cast:

i. Roztfidime body do shlukii: C; = {x € D | i = argmin; ||z — uj||}.
ii. Prepocitame body pq, ..., p; jako geometrické stredy téchto shluki:
1
My 1Cq] ZwECi z.

® 7 predhozich dvah plyne, Ze v kazdé iteraci ma (celové funkce stejnou nebo
nizsi hodnotu.

® Béh algoritmu zastavime, jakmile je zména hodnoty Géelové funkce mezi
jednotlivymi iteracemi dostatecné mala.

® \/ysledek algoritmu vyznamné zavisi na incializacni ¢asti.

® Obvykle jsou pocate¢ni stiedové body generovany ndhodné (napf. ndhodnym
vybérem z dat), existuji ale i ,chytfej$i metody* jako napf. k-means++ (viz
[David, Vassilvitskii, (2007)]).

® Algoritmus nasledné opakované spoustén. Jako findlni pak bereme vysledek

béhu s nejnizsi hodnotou Gcelové funkce vysledku.
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Uvod do nesupervizovaného uéeni Shlukova analyza Hierarchické shlukovéani Algoritmus k-means
[e]e]e} 00000 00000 00000800

Algoritmus k-means - ukazka béhu

Vysledné shlukovani véetné geometrickych stredl shlukd
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Uvod do nesupervizovaného uéeni Shlukova analyza Hierarchické shlukovéani Algoritmus k-means
[e]e]e} 00000 00000 00000080

Algoritmus k-means - problematika volby &
® Na rozdil od hierarchického shlukovani, kde mizeme pocet shluki urcovat az
na zakladé dendrogramu, je u algoritmu k-means nezbytné stanovit k dopredu.

® BohuZzel neexistuje zadny univerzalni zplsob, jak pocet shlukl urcit
automaticky.

® Podivejme se tedy alespon na jeden z pouzivanych heuristickych pfistupa.
® Je-li k* optimalni pocet shluk, lze oCekavat, ze pro k < k* bude Gcelova
funkce s ménicim se k klesat hodné. Pro k > k* Ize naopak ocekavat

zmenseni poklesu tGcelové funkce.

® Optimalni k tedy miizeme detekovat jako hodnotu, pro kterou se méni pokles
icelové funkce z hodné prudkého na méné prudky, hledat tzv. loket (angl.
elbow). Je to ale hodné subjektivni a pro nékterd data v podstaté
nepouzitelné.

® Existuji i jiné metody, viz napf. silhouette.
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Uvod do nesupervizovaného uéeni Shlukova analyza Hierarchické shlukovéani Algoritmus k-means
[e]e]e} 00000 00000 0000000e

Algoritmus k-means - problematika volby &

Metoda lokte Casto nedava optimalni vysledky, jak je pro predchozi data vidét na
nasledujicim obrazku:

20000 -

17500 -

15000 -

12500 -

10000 -

7500 1

Ucelové funkce

5000 1

2500 A

01— T T T T T T T T

1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
k

Zde bychom nejspis urcili jako optimalni k& = 2. P¥itom ve skuteCnosti byla data
vygenerovana jako smés t¥i rliznych dvourozmérnych normalnich rozdéleni.
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Shlukovani pomoci hustoty DBSCAN Silhouette skére Asociaéni pravidla
o] 000000000 [e]e]e]e} 00000

Co bude v dnesni prednasce

Shlukovani pomoci hustoty

DBSCAN

Evaluace shlukovani pomoci Silhouette skére

® Asociacni pravidla
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Shlukovéani pomoci hustoty DBSCAN Silhouette skére Asociaéni pravidla
() 000000000 [e]e]e]e} 00000

Uvod do shlukovani pomoci hustoty

® V dnesni prednasce se zaméfime na shlukovani, které vyuzivd odhad hustoty
rozdéleni dat na prostoru & moznych hodnot ptiznaki.

® 7 pravdépodobnostniho pohledu chdpeme pozorovana data jako realizace
nahodného vektoru X = (X1,...,X,)%.

® Pokud budeme mit néjakym zplisobem odhadnutou hustotu pravdépodobnosti
fx(x) = fx(z1,...,xp) (resp. néco, co ji je tmérné), mizeme ji vyuzit k
ziskani shlukovani véetné identifikace bodi, které do zadnych shluki nepatfi.

® Shluky miizeme ziskat jako souvislé oblasti, ve kterych odhad hustoty prekroci
néjakou zvolenou hranici.

® Body mimo tyto oblasti pak oznacime jako Sum.

k= ks
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Shlukovani pomoci hustoty DBSCAN Silhouette skére Asociaéni pravidla
o]

@00000000 0000 00000
DBSCAN - {vodni pojmy

® Jednim s aktudlné nejpouzivanéjsich algoritmi shlukovani, ktery je implicitné
zalozen na principu odhadu hustoty, je algoritmus DBSCAN, coz je zkratka angl.
density-based spatial clustering of applications with noise, [Ester et al. (1996)].

® Ptipravme si nyni zakladni pojmy, na kterych DBSCAN stoji.

® UvaZujme metricky prostor X' s metrikou d(z,y) ze kterého pochazi dataset D a
parametry ¢ > 0 a MinPts € NT.

® Definujme ¢ okoli bodu x v D (angl. e-neighborhood) jako mnozZinu

Ne(z) = {y € Dld(z,y) < e}.

Znazornéni € okoli.
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Shlukovani pomoci hustoty DBSCAN Silhouette skére Asociaéni pravidla
[e] 0O@0000000 0000 00000

DBSCAN - kli¢ové body, pfima dosazitelnost

® Bod = € D je klicovy bod (angl. core point), jestlize v jeho & okoli v D je alespon
MinPts bodi,
|Ne(z)| > MinPts.

® Bod y € D je pfimo dosazitelny (angl. directly density-reachable) z bodu = € D,
jestlize x je kli¢ovy bod a y € N:(x).

® Relace pfimé dosazitelnosti je symetricka pro dvojici kli¢ovych bodi, je ale
nesymetrickd pro tzv. okrajovy bod (angl. border point), coz je bod, ktery neni
klicovy, ale je pfimo dosazitelny z klicového bodu.

Pro MinPts = 3 je bod y pfimo dosazitelny z x. VSechny klicové body jsou modré,
vSechny okrajové body jsou Cerné.
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Shlukovani pomoci hustoty DBSCAN Silhouette skére Asociaéni pravidla
[e] 008000000 0000 00000

DBSCAN - dosazitelnost

® Bod y € D je dosazitelny (angl. density-reachable) z bodu z € D, pokud
existuje posloupnost z1, zs,...,x, € D bodl tak, ze 1 =z, z,, =y a pro
kazdé i =1,...,n — 1 je x;41 pfimo dosazitelny z bodu z;.

® 7 toho plyne, ze vSechny body po cesté kromé posledniho musi byt kli¢ové
body.

Pro MinPts = 3 je bod y dosazitelny z bodu z.
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Shlukovani pomoci hustoty DBSCAN Silhouette skére Asociaéni pravidla
[e] 000800000 0000 00000

DBSCAN - spojenost

® Bod y € D je spojeny (angl. density-connected) s bodem z € D, jestlize
existuje (klicovy bod) p € D, tak, ze z i y jsou dosazitelné z bodu p.

® Relace spojenosti je zjevné symetricka. Pro klicové body je také tranzitivni.

® Jestlize jsou dva body spojené a jeden z nich je klicovy bod, tak ten druhy je
z toho prvniho dosazitelny.

Pro MinPts = 3 je bod y spojeny s bodem x.
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Shlukovani pomoci hustoty DBSCAN Silhouette skére Asociaéni pravidla
o]
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DBSCAN - shluky, $um

Shluk nyni definujeme jako maximalni mnozZinu spojenych bodd.
Definice
Shluk (angl. cluster) C' je podmnoZina D obsahujici alespoi jeden kli¢ovy bod tak, Ze:
® Pro kazdé z,y € D plati, Ze kdyz = € C a y je dosazitelny z z, pak y € C' (maximalita).

® Pro kazdé z,y € C je x spojeny s y (souvislost).

Oznaéme C1, ..., Ck mnozinu viech shlukli v D (vzhledem k € a k). MnoZinu N bodid z D, které
nejsou v zddném ze shlukd nazyvame Sumem (angl. noise),

k
N:D\Uc,-
i=1

Body ve shluku jsou modré, bod Sumu je Sedivy.
BI-ML1.21 prednagka 12 8 /21



Shlukovani pomoci hustoty DBSCAN Silhouette skére Asociaéni pravidla
[e] [ele]e]e]e] lolole} 0000 00000

Poznamky k definici shlukd

® Shluk C' vzdy obsahuje néjaky klicovy bod p € C, ze kterého jsou dosaZitelné
vSechny body v jeho € okoli, kterych je alespon MinPts.

Pravé jsme tedy ukazali, Ze kazdy shluk obsahuje alespon MinPts bodd.

® Kazdy bod ve shluku C' je spojeny se vSemi klicovymi body v C' a tedy je z
libovolného kli¢ového bodu dosaZitelny. Shluk je tedy tvofen vsemi body,
které jsou dosazitelné z libovolného klicového bodu v C.

® To nadm dava navod, jak mize algoritmus tvorby shluki fungovat. Najdeme
klicovy bod a vytvorime k nému shluk jako mnoZinu vSech z ného
dosazitelnych bodi (které jesté nejsou v jiném shluku).
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Shlukovani pomoci hustoty DBSCAN Silhouette skére Asociaéni pravidla
o]
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Abstraktni popis algoritmu

Nyni si abstraktnim zpisobem popisme béh algoritmu DBSCAN.

Algoritmus DBSCAN

Nalezeni klicovych bodii: Spocitdme e okoli kazdého bodu a identifikujeme kli¢ové
body.

Vytvoreni zarodka shluki: Spojime sousedni (pfimo dosazitelné) klicové body do shluka.

Pro kazdy bod, ktery neni klicovy:

Ptridame do shluku podle klicového bodu v jeho okoli.

Pokud takovy neexistuje, pridame mezi Sum.

Okrajovy bod, ktery mé ve svém e okoli kli¢ové body z riznych (zarodki) shluka
spadne do prvniho z téchto shlukd, ke kterému se algoritmus dostane.

Finalnim vysledkem v takovém ptipadé budou shluky, které nesplnuji podminku
maximality v pfedchozi definici, protoze okrajovy bod bude pouze v jednom shluku a
nikoliv ve vSech, kde by dle maximality mél byt.

Lze ukazat ([Schubert et al. (2017)]), Ze sloZitost v nejhor§im piipadé je O(n?). V
mnoha realnych situacich se ale Ize dostat na O(nlogn).
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DBSCAN - volba parametrii

® ZaméFme se nyni kratce na volbu parametri algoritmu DBSCAN.

® Ukazuje se, Zze parametr MinPts je mnohem méné dilezity nez parametr ¢.
Obvykle dobrou volbou jsou hodnoty okolo 4 — 6 (nékdy byva doporu¢ovéno
2...p, kde p je pocet priznaki).

® Pro parametr € byva doporucovano volit co nejmensi hodnotu s tim, ze Ize

napriklad brat primérnou vzdalenost bodi k jejich nejblizsimu (2 - p — 1)tému
sousedovi.

® Také mizeme sledovat velikost Sumu. Uvadi se, ze obvykle by pomér Sumu
mél byt mezi 1% a 30%.

® Dale je dobré sledovat velikost nejvétsiho shluku. Pokud jeho velikost
prekracuje 50% velikosti datasetu, byva vhodné zmensit ¢, pfipadné pouzit
néjaky pokrodilejsi algoritmus (napf. HDBSCAN).

® Vice detailt k volbé parametri najdete v [Schubert et al. (2017)] nebo v
[Sander et al. (1998)].
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DBSCAN - ukazka a poznamky

1.01

0.5

0.01

—0.5 -

T T T T T

—i.O —6.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Znézornéni shlukl a Sumu.

® Mezi hlavni vyhody DBSCAN (a obecné metod zalozenych na hustoté) patfi
moznost nalezeni nekonvexnich shlukd.

® Dalsi vyhodou je snizena citlivost na odlehlé hodnoty - které jsou oznaceny
jako Sum.
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Evaluace pomoci Silhouette skére (1/3)

® Vratme se nyni k obecné tloze shlukovani a ukazme si jednoduchou a pouzivanou metodu
pro evaluaci shlukovéni pomoci metody Silhouette [Rousseeuw, P. (1987)], kterou Ize
vyuzit i k uréeni optimalniho poctu shlukd.

® Uvazujme shlukovani D = C1 U...Ck na metrickém prostoru X s metrikou d(z,y) a pro
libovolny bod = € D oznaéme j(z) index shluku do kterého x patH, tj. = € C}(4)-

® Pro bod z € D nyni:

»> Spocteme a(z) jako primérnou vzdalenost bodu x od vSech ostatnich bodi ve
stejném shluku (vnitfni rozdilnost, angl. within dissimilarity)

1
a(z) = | = Z d(z,y).
i(=) yEcj(m)vwfw
» Pro kazdy dalsi shluk C;, i # j(x) spotteme primérnou vzdélenost bodu z od vech

bodd v tomto shluku
d(z, C;) z,9)
=G o«

yel;

» Spocteme b(z) jako minimum z téchto primérnych vzdalenosti od ostatnich shlukd
(sousedni rozdilnost, angl. between dissimilarity)

b(z) = ml(n d(z,Cy)
i#j(x)
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Evaluace pomoci Silhouette skére (2/3)

Finalni silhouette skére bodu x € D ziskdme vztahem

_ b(x) —a(x)
@) = e @) b}

® Jestlize madme pouze jeden shluk, polozime s(z) = 0.

® 7 definice vidime, Ze vzdy plati

—1<s(z) <1
® Hodnota s(z) blizkd 1 znamen3, Ze vnitfni rozdilnost a(z) je mnohem mensi neZ
sousedni rozdilnost b(z), coz znadi, Ze ten bod je dobfe zat¥idén.

® Hodnota s(z) okolo 0 znamen4, Ze a(x) je podobné velké jako b(z) a tedy bod z je
nékde na okraji svého shluku a sousedni shluk je blizko. Cili by ten bod klidn& mohl
patfit i do toho druhého shluku.

® Hodnota s(z) blizkd —1 znamen4, Ze vnitfni rozdilnost a(z) je mnohem vétsi nez
sousedni rozdilnost b(z) a tedy bod = by mél spide pat¥it do toho sousedniho shluku
nez do toho svého. Je tedy Spatné prirazen.
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Evaluace pomoci Silhouette skére (3/3)

® Z ohodnoceni s(x) kazdého z bodii x miizeme ziskat jednak priimérné skére s; pro

kazdy shluk C; zvlast 0

zeC;

,

® a3 pak také primérné skére s pro celé shlukovani
8= py 2 slx
[D]

e Cim vy dostaneme hodnotu, tim jsou body ve shlucich spravnéji umisténé a tedy
je celé shlukovani lepsi.

® Porovnani skére pro riizné pocty shluki mizeme pouzit k nalezeni vhodného poétu
shlukd jako hodnoty, pti které je skére s maximalni.

Priimérné silhouette skére
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Shlukovéni pomoci hustoty
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Znazornéni silhouette skore
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Silhouette plot pro jednotlivé shiuky.
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Analyza asociacnich pravidel

® Analyza asociacnich pravidel je jedna ze standardnich a oblibenych metod
pro dobyvani znalosti z komerénich databazi.

® Obecnym cilem je nalézt spole&né hodnoty p¥iznakid X = (X1,...,X,)7,
které se v databazi nejCastéji vyskytuji.

® \/ zasadé jde presné o jeden z hlavnich cildi nesupervizovaného uceni, kdy
chceme nalézt oblasti prostoru, kde se data vyskytuji s velkou
pravdépodobnosti.

® \/ nejcastéji pouzivaném zjednoduseni se zabyvame pouze oblastmi, které jsou
ve tvaru kartézského soucinu pro jednotlivé ptiznaky, tj. chceme, aby
pravdépodobnost
P (ﬂ;):l(Xj S 87)) s

kde s; je podmnoZina hodnot pfiznaku X, byla relativné velka.

Priinik ﬁg-':l(Xj € s;) se v takovém pfipadé nazyva konjunktivni pravidlo
(angl. conjunctive rule).
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Analyza nakupniho koSiku

® Analyza asociacnich pravidel je nejcastéji aplikovana v pfipadé binarnich pfiznakd,
X, € {0,1}, kdy se pak nazyva analyza nakupniho kosiku (angl. market basket
analysis).

® Pro oblast, kterou hledame ve tvaru kartézského soucinu se v tomto ptipadé pouziva
jesté dalsi omezeni, a to, Ze s; je bud jednoprvkovd mnoZina {1} nebo vSechny
moznosti daného p¥iznaku X; (v tu chvili pfiznak vypadne).

® Ekvivalentné tedy hleddme mnoZinu indexd K C {1,...,p} tak, ze
P(Mjex(X; =1) =P | [[ X =1
JEK

je relativné velka.
® Mnozina K se pak nazyvd mnozina polozek (angl. item set).

® Relativni velikost poloZzek v datasetu, které danou mnozinu polozek obsahuji se
znadi T'(K) a nazyva podpora (angl. support) mnoziny polozek K a odpovida
odhadu vyse uvedené pravdépodobnosti:

T(K) = P (Mjex(X; = 1)) = + > [ [ o
i=1 jeK
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Asociaéni pravidla (1/2)

® P¥i provadéni analyzy nakupniho kosiku hleddme vSechny mnoziny polozek, pro
které je podpora vétsi nez néjaka zvolend mez ¢:

{Ke|T(ICe) > t}.
® K nalezeni feSeni se pouziva efektivni algoritmus (p¥fipadné jeho novéjsi vylepseni),
ktery se nazyva Apriori algoritmus ([Agrawal, Srikant (1994)]).

® Pro kazdou mnozinu polozek K, kterou takto ziskdme, déle hleddme vhodné
rozlozeni na dvé disjunktni podmnoziny A a B, AU B = I, které budeme nazyvat
asociaéni pravidlo (angl. association rule) a znadit

A= B.

® Prvni polozka A asociaéniho pravidla se nazyva predpoklad (angl. antecedent) a
druhd polozka B se nazyva zavér (angl. consequent).

® Podpora T(A = B) pravidla A = B je definovana jako podpora sjednocenf{
K=AUB.

® Spolehlivost (angl. confidence) C(A = B) pravidla A = B je definovana jako
podpora pravidla podélend podporou predpokladu A:

T(A= B)
T(4) 7

coz odpovidd odhadu podminéné pravdépodobnosti P(B|A).
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Asociaéni pravidla (2/2)

® Asociaéni pravidla jsou volena tak, aby spolehlivost byla vétsi nez néjaka zvolena
mez c.

® Finalnim vystupem asociaéni analyzy pravidel je mnozina asocia¢nich pravidel, které
spliuji
T(A=B)>t a C(A=B)>c

® U nalezenych asocia¢nich pravidel se dale &asto méfi zdvih (angl. lift) definovany
jako
C(A= B)
T(B) ’
ktery odpovida odhadu podilu P(B|A)/ P(B) coz znamena, kolikandsobné je v&tsi
P(B|A) oproti P(B).

L(A= B) =

® Nékdy se také méF pokryti (angl. coverage) definované jako

T(A= B
Coverage(A = B) = %,
coz odpovida odhadu podminéné pravdépodobnosti P(A|B).
® Pokryti tedy indikuje, jak Casto Ize zavér vylozit coby disledek predpokladu.
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Asociacni pravidla - priklady
Klasickym pfikladem asociaéniho pravidla je
{parky} = {ho¥é&ice, chléb}.
® Podpora 0.06 znamen4, ze v celém datasetu se trojice polozek
{parky, ho¥&ice, chléb} vyskytuje v 6% pFipadd.

® Pokud se parky vyskytuji v datasetu v 8% pfipadd, bude spolehlivost
0.06/0.08 = 0.75, coz znamen3, Ze kdyZ si zdkaznik koupil parky, v 75% p¥ipadd si
koupil také hor&ici a chléb.

® Pokud je dvojice hor&ice a chléb v datasetu v 15% pFipadi, zdvih bude
0.75/0.15 = 5.

® Pokryti v takovém p¥ipadé bude 0.06/0.15 = 0.4. Cili ve 40% ptipadii Ize hor&ici a
chléb uvazovat jako dlsledek koupé parkda.

Nevyhoda omezeni na podporu je, ze pravidla s velkou hodnotou spolehlivosti i zdvihu ale
s nizkou podporou, jako napf.

{doutnik} = {rum},

nebudou nalezeny.
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